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CURSUS_WETENSCHAPPELIJK REKENAAR

Lineaire Algebra en Meetkunde

81. Vectoren in het platte vlak en in de_(drie-dimensionale) ruimte

Zij O (de oorsprong) een vast punt in vlak of ruimte.
Definitie: Eén vector is een gericht lijnstuk. (een bijl) met
' 0 als beginpunt en een willekeurig punt als eindpunt.
Dit betekent, dat een vector een bepaalde lengte heeft, nl. de ,
lengte van de pijl en een bepaalde richting, nl. de richting van
de pijl. |
Is A het eindpunt van een vector, dan duiden we deze vector aan
met OF of kortweg OK. Een vector wordt ook dikwijls asngegeven
door een enkele letter (evt, geindiceerd), voorzien van pijl-
tje of streepje, bijv..é, v, X, En, ﬁ2 enz. De 1lijn, wasrop de
vector ligt, is de drager van de vector.
Onder de nulvector 0 verstaan we de vector, waarvan O zowel het
begin- als het eindpunt is.
‘Op vectoren kan men verschillende’bewerkingen uitvoeren;
1. Optelling
Onder de som van twee vectoren a en b, geschreven als
a + b, verstaat men de vector, die zijn eindpunt heeft in

het hoekpunt C van het parallelogram OACB met OB = 3 en
OB = B tot zijden.

2. Scalaire vermenigvuldiging

Onder Aa (of Ax 3 of A.3). dat is hst product van de
vector a met het reéle getal A\ (een scalar), verstaat men
de vector, die zijn eindpunt heeft in het punt, dat ontstaat
door het eindpunt van a t.o.v. O met A te vermenigvuldigen.
Dit betekent, dat a en A3 dezelfde drager hebbeh, terwijl
de lengte van Aa gelijk is aan YA[ maal de lengte van a.
Is A>0 dan heeft A& dezelfde richting als a, is A< O dan
heeft Aa tegengestelde richting. Is A = O dan leverk scalalrg
vermenigvuldiging de nulvector op.
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Eigenschappen van de optelling:

(1.1) a+b=b+3a (optelling is commutatier)
(1.2) (a2 +B) +¢ =3+ (b + ¢) (optelling is associatief)

Er is één vector X zodat 4 + X = 3. X is de nulvector O:
(1.3) a+0=a,

Er is één vector X, zodat 4 + X = 0. Deze X is gelijk aan
(-1)a, kortweg aangegeven door -3 (tegengestelde van a):

(1.%) 8 -3 =07,

Opm. (1.3) en (1.4) volgen direct uit het feit, dat de
vectorvergeli jking

-

a+x=>b

eenduldig oplosbaar is naar X voor elk tweetal gegeven vecto-
ren a en b, namelijk X = § + (-3). Het rechterlid noemen we

b - &, het verschil van b en a. Algemeen schrijven we voor
(-A)a kort: - Aa. De 7ergslijkingen (1.1) t/m (1.4) houden
ih, dat de verzameling der vectoren tegenover de optelling
een commutatieve (of Abelse) groep vormen.,

Eigenschappen van de scalaire vermenigvuldiging:

(1.5) (Au)d = A(ud)

(1.6) 1.4 =a; 0,8 =0; A0 =70

(1.7) Ala +b) = N8 +Ab  (1e distributieve eigenschap)
(1.8) (A +)a = Ag + uj (2e distributieve eigenschap)
Definitie: Een vector b is een linesire combinatie van 51 en

52, als er twee re€le getallen aﬂ en o, bestaan,
zodanig, dat

(1.9) b =3, + A,

Men zegt ook, dat b in dat geval lineair afhankeli jk is van

g .

8,! en 32.

Algemeen: b is lineair afhankelijk van de n vectoren
51, 52”'°’5n’ als er n getallen ®qs s ees, ok bestaan,
zodanig, dat

€

(1.1@2 b =e,a, + O OLnan_. i i
(of: b is een lineaire combinatie van aqjag,.;.,an)
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Opm. 1) De nulvector O is dus lineair afhankelijk van elk
willekeurig p-tal vectoren 51,...,5p.

2) Is b lineair afhankelijk van 3, dan is b = 4.

Definitie: Het stelsel vectoren a,, 85, ++.,8, heet lineair
- afhankelijk, als minstens één vector erven lineair
afhankeli jk is van de overige, d.w.z. minstens é&én

ervan 1s een lineaire combinatie van de andere

vectoren (n>1).%
Hieruit volgt:
Stelling 1.1 Als de n vectoren 51,
kelijk stelsel vormen, dan bestaat er een

...,én een lineair afhan-

lineaire betrekking tussen deze vectoren:

2%
waarbij de n getallen &1’°°°’“n niet alle O

(1.11) olya, + o + ... +ota =0,

zijn. Omgekeerd: Als er zo'n lineaire betrek-

king bestaat tussen n vectoren 51,.,.,5 dan

s
is het stelsel gevormd door deze vectorgn
lineair afhankelijk. M.a.w. de zgegeven lineaire
betrekking (1.11) met oy, ..., niet alle O, is
een nodige en voldoende voorwaarde voor de af-
hankelijkheid van het stelsel vectoren
51""’én° Fen aequivalente definitie voor
lincaire afhankeli jkheid voor sen stelsel vec-
toren 51,.,.,§n luidt dus: Er zijn co€ffici&nten
a%,,,,gxh te vinden, niet alle 0, zodanig, dat
aan (1.11) voldaan is.

Stelling 1.2 Wanneer tot cen stelsel vectoren de nulvector

behoort, dan is het stelsel lineair afhankeli jk.

Stelling 1.3 Driec vectoren in de ruimte zijn dan en slechts

dan lineair afhankelijk, als z1j 1in eenzelfde
vliak zijn gelegen.

Stelling 1.4 1In de ruimte resp. het platte vlak zijn ¥ resp,.
’ 3 vectoren steeds lineair afhankelijk.

xyAls n=1 bestaat het "stelsel" uit 1 vector, dat per definitie

lineair afhankelijk is als de vactor gelijk is aan de nulvector.
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Pefinitie: Een stelsel vectoren heet lineair onafhankeli jk,
"~ als het niet lineair afhankelijk is.

Hieruit volgt onmiddellijk:

Stelling 1.5 Als de n vectoren 51,...,5 een lineair onafhan-
' keli jk stelsel vormen en als %, qF see F “han =
= 0, dan moet noodzakeli jk: Oy = vey = &n = 0,

Opgavens:

1) Is 8 lineair afhankelijk van b en b lineair afhankelijk
van ¢, dan is & lineair afhankelijk van &. Bewijs dit. Is
¢ ook altijd lineair afhankeli jk van &2

2) De vectoren &, b en & vormen een lineair afhankelijk stel-
sel., Volgt hier noodzakeli jk uit, dat a lineair afhankelijk is
van b en ¢?

3) Bewijs dat 8, b en ¢ dan en slechts dan een lineair afhan-
kelijk (resp. lineair onafhankelijk) stelsel vormen, als

a +b, b en ¢ een lineair afhankellgk (resp lineair onafhan-
kelijk) stelsel vormen.

4),Bewigs, dat als @ en b een lineair afhankelijk stelsel
vormen, het stelsel gevormd door &, b en een willekeurige
vector ¢ eveneens lineair afhankelijk is,

5) De vectoren 3, § en ¢ vormen dan en slechts dan een
lineair afhankeli jk (resp. lineair onafhankelijk) stelsel als
®xa, b en ¢ een lineair afhankeli jk (resp. lineair onafhanke-
1ijk) stelsel vormen (o % 0).

6) Gegeven is:
1. 28 is lineair afhankelijk van B en &
2. b 1s lineair onafhankelijk van & en &
3. 8 # 0.

Bewijs, dat ¢ lineair afhankelijk is van 3.

7) De vector a is lineair afhankelijk van b. Bovendien is &
lineair afhankelijk van a en ©. Is 2ltijd b lineair afnan-
keli jk van a en ¢? ¢

&
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8) Gegeven is:

1.540
2. b is lineair onafhankelijk van a

3. ¢ is lineair onafhankelijk van 3 en §

%. d is lineair onafhankelijk ven &, © en 3.

‘Bewijs, dat a, b, ¢ en d een lineair onafhankeli jk stelsel
vormen.

9) De vector a is lineair afhankelijk van © en ¢ en bovendien
c

c
lineair afhankelijk van b en d. Vormen B, d een lineair

afhankeli jk stelsel?

10) Gegeven is:
/] L
2. b is lineair afhankelijk ven ¢ en 3

jard]

is lineair afhankelijk ven b, ¢ en d

3. a en d vormen een lineair onafhankeli jk stelsel.
Bewijs, dat ¢ lineair afhankelijk is van 3 en 4.

Indien gegeven 3) wordt weggelaten, is dan & nog noodzakeli jk
lineair afhankelijk van 3 en d9

Z1ij O weer in de ruimte het vaste punt, dat we de oorsprong
noemen, dan behoort bij ieder punt P een vector OF, de plaats-
vector van P. Omgekeerd behoort bij iedere vector p een punt P
in de ruimte, zodat OF = p, Een plaatsvector en een punt, die
met elkear in bovengenoemde relatie staan, worden veelal weer-
gegeven door dezelfde letter: de plaatsvector van A is 3 enz.
Wij geven nu in de ruimte de ocorsprong O en drie niet in één
vlak gelegen vectoren: EEA =&, ﬁﬁé = 52 en 5@5 = 53 (dus
51, 52 en 53 lineair onafhankelijk wegens stelling 1.3).
Definitie: Het punt O met de drie plaatsvectoren 51, 52 en 53
vormen een colrdinatenstelsel in de ruimte. De

rechten door 0 langs &, e, en éB heten de assen

van het cofrdinatenstelsel. €y e, en &, heten de

basisvectoren (of grondvectoren). O heet de oorsprong.

Stelling 1.6 Tedere vector & is in de ruimte op één en slechts
é

4 o = . - )
een wijze te schrijven als

(1.12) 8 =8, XSG, d3e3
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Xy %y m3 zijn dus eenduidig bepasald bij gegeven a, Men zegt:
in het codrdinatenstelsel bestaat een eeneenduidige afbeelding
tussen de punten van de ruimte en een drietal reé&le getallen,

Definitie: In de ruimte zijn %s Oty €T Xy in (1.12) de
- coBrdinaten van het eindpunt A van 3 in het

codrdinatenstelsel, waarvan de assen langs 51, 52
en 53 vallen. In dit co&rdinatenstelsel heten deze
getallen mﬂ, «2 en u3 de kentsllen van a; de drie

vectoren *q€ 1 ug 5 €n mges de componenten van A
(d.z. de projecties van a op de assen; projectie-
richting bij projectie op een as is evenwi jdig aan
het vlak door de beide andere assen, Xgs o, €N “3
zijn de van teken voorziene lengten der projecties),

Schrijfwijze: OB = 3 = (aﬂ’“g’“B)
Het punt A wordt ook wel aangegeven door A(a). In het betref-
fende cobdrdinatenstelsel geldt blijkbasr:
é-/‘ = (13030)3 52 = (051’0)5 53 = (09031) en 0 = (OJOJO);
(p,0,0) is een vector langs de eerste codrdinantas, (0,q,0)

langs de twéede en (0,0,r) langs de derde as. Met de
vvectorkentallen kan men rekenen als met de vectoren zelf;

Stelling 1.7 Als a = (“4»“23“3)9 dan is Aa = (Avh,%wé,AaB);
in het bijzonder -3 = (—0%,—d29—a3)’

Als % = (mq,«g,aB) en b = (ﬁH’ﬁE’ﬂS)’ dan is

‘a+13=(m1+7&P%2+ﬂ2ﬂ% +p3h

d.w.z.

Vectoren worden opgeteld door de overeenkomstige

kentallen van de vectoren op te tellen en worden

met een scalar vermenigvuldigd door de kentallen

van de vector met de scalar te vermenigvuldigen.

Evenzo in het platte vlak: Neem hierin twee vectoren 51 en 52
(beide # O), asngrijpend in een vast punt O, de
oorsprong en wel z4, dat ze niet langs dezelfde
1ijn vallen. Men kan dan zeggen, dat de lineair
onafhankeli jke vectoren €, en e, in het platte
vlak de basisvectoren vormen van een co&rdinaten-

stelsel, bepaald door O, 51 en 52; Elke vector a
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in het platte vlak is op één en slechts één
wijze te schrijven als a =<x451 +-d252; de beide
termen zijn de componenten van a (projecties van
& op de assen door 51 en 52)50&1 en &, zijn zowel
de kentallen van a (van teken voorziene lengten
der projecties), als de codrdinaten van A in het
betreffende cobrdinatenstelsel indien O = 3,
Schrijfwijze: OF = 3 = (mﬂ,dé), Weer is:

Al = (Auﬂ,Aué) en als b = (ﬁh,ﬁ%): a+b =

= ("‘*'1 + By %o +ﬂ2); 0 = (0,0); (p,0) is een
vector langs de as door 51; (0,9) een vector
langs de as door 52; 51 = (1,0), 52 = (0,1).

Omdat het in de gewone ruimte om codrdinaten-drietallen
gaat, noemt men deze ruimte driedimensionasal. Schrijf-
39

Het platte vlak noemt men twee-dimensionasal: R2°

wijze voor deze ruimte: R

2) Veelal maken we gebruik van een bi jzonder soort

3)

cobrdinatenstelsel, een Cartesisch codrdinatenstelsel.
Hierbij zijn de assen onderling loodrecht, terwijl de
basisvectoren op deze assen alle de lengte 1 hebben.

In R2 spreken we bij een gegeven cobrdinatenstelsel
dikwijls van: x-as en y-as door O (of van X,-8s en X2~
as) i.p.v. de assen langs 51 en 52, Een punt wordt dan
voorgesteld door P(x,y) (of P(xq,xg)), De eerste
cobrdinaat x (of Xq) heet de abscis van P; de tweede

v (of xg) de ordinaat.

In RB: x-as, y-as, z-as door O (of X4-28, X,-88, x3-as);
Punt P(x,y,z) (of P(Xq,Xg,XB)). X, vy en z (of X4 X
en XB) de cobrdinaten van P.

2
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We maken dikwijls gebruik van vectoren om meetkundige figuren
en hun eigenschappen te beschri jvens

1) Zoals reeds gezien: een punt A kan worden aangegeven door
het uiteinde van de plastsvector & = OA. Dikwijls gebruiken
we hetzelfde symbool (aq,ag) of (aq,ag,aB)ﬁ dat de vector a
aanduidt in R2 of 333 voor het aangeven van een punt A, In .
RB bijv. kunnen de symbolen A, A(3), A(aq,ag,aB) of (61’a2’a3)
alle worden gebruikt om een punt A aan te geven met cobrdi-
n?tenﬁiqjaz en a3 bij een zeker co@rdinatenstelsel;
(a = OR = (a1982’83))°

2) Een rechte (d.i. rechte 1ijn) 1 door O: Zij 3 + 0 een vector
langs 1 (de drager van a). De rechte 1 is dan de meetkundige
plaets van de eindpunten der vectoren:

(1.13) X = Aa (~ewcheeo),

3) Een rechte 1 niet door O kan gegeven worden door een wille-
keurig punt P(p) op 1 en een vector a//1(a + 0).
Een punt X op 1 heeft de plastsvector % = OX. Dan geldt
X - p =Aa en dus

(1.14) X =D + A3 (~co<Acon),

De vector a is een richtingsvector van de rechte 1; de nul-

vector treedt niet als richtingsvector op; de kentallen van

a heten richtingsgetallen van 1. (1.13) is een bijzonder

geval van (1.14), neem bijv. p = 0. (1.14) is dus een algemene
voorstelling van een rechte 1ijn.

Definitie: (1.14) met -ww<cicew is een parameter-voorstelling van

een rechte op punt en richting (punt: ¥(E): richting: a).
A is de parameter., Als het getal A alle re&le waarden
doorloopt, dan doorloopt het eindpunt X van % alle

punten van 1,

Opm. (1.14) geldt zowel voor de meetkunde op een rechte 1ijn
(R,I)y als voor die in het platte vlak (RE)’ als voor die in
de ruimte (R3)° In het eerste geval hebben de vectoreén &én
kental, in het tweede geval twee en in het derde geval drie

kentallen,
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In plaats van "parametervoorstelling" spreken we ook wel van
een vectorvoorsgtelling.

Is een rechte 1 gegeven door twee punten P(p) en Q(q)

(uiterasrd niet samenvallend), dan ksn men een parame tervoor-

stelling voor 1 afleiden bijv. door in (1.1%) voor 3 te

nemen de verschilvector d - p. We vinden dan:

(1.15) a) x =(1-A)pD +X\J of ook b) X =«p + 3
(rw</\<°0) ’ (-m<o{.5{5<¢0;
L+pB= 1)

Laat men in (1.15) Aresp. wenB met « +/4 = 1 alle moge-

1ijke re€le waarden doorlopen, dan doorloopt het eindpunt X

van de vector x de 1lijn 1.

Definitie: (1.15) a) of b) is een parametervoorstelling van een

rechte uit twee (niet samenvallende) punten (punten:
F(p) en Q(q)).

Stelling 1.8 De meetkuﬁdige betekenis van de getallen « en /3
in (1.15) b) is, dat PX : @X = - :e¢, dus X tus-
sen F en Q als o« en 3 beide positief of in verband
met X +3 = 1: otenB < 1. Voor « = 1, 3= 0—»X = P;
=0, 3=1-X = Q. Het midden M van PQ behoort
bij oe=f =%: OM = m = 3(p + 3), d.w.z. meetkun-

dig: de diagonalen van een parallelogram delen
elkander middendoor. Zij « en (3 # 0 en tegengesteld
van teken, dan 1ligt het bijbehorende punt X niet
tussen P en Q,

Een vlak « kan in R3 gegeven worden door een punt P(p) en twee
lineair onafhankeli jke vectoren & en b, die evenwl jdig zijn met
= . Op grond van stelling 1.3 is de voorwaarde, opdat X(X) in «
ligt, deze, dat de vector x - p geschreven kan worden in de vorm
Aa + ub, dus X - p = A8 +ub of

(1.16) X = 5 + Aa +/u5 (-—C“O{}\,/M(ca)n

Een vector X in een vlak door O is dus eenvoudig voor te stellen
) ]
door

(1.16') % = A3 +ub  (neem in (1.16) § = D).
("‘-“-"( .}\’/"‘:< "’)
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Definitie: (1.16) is een parametervoorstelling van een vlak op
punt en vlakstelling (punt: Rp);vlakstelling: // & en b).
A en s zijn de parameters. Indien A en u alle reé&le

waarden doorlopen, dan is het vlak de meetkundige
plaats van de eindpunten der vectoren X.

Is het vlak « gegeven door drie (niet op één rechte gelegen) -
punten P(p), Q(d) en R(r), dan kan men een parametervoorstelling
voor o afleiden bijv. door in (1.16) a te vervangen door q - D
en b door r - p, zodat

(1.17)  a) x = (1-Mu)D + AQ +uF of

~20 L\, i Loo

b) X = &p + 3q + T
..aO(d.;/ﬂ]f’(co;)
o+ B+ =1
Laat men in (1.17) Aen _u resp. o,Beny met c+3+= 1 alle
mogeli jke reé&le waarden doorlopen, dan doorloopt het eindpunt
X van x het vlak « .

Definitie: (1.17) a) of b) is een parametervoorstelling van een

vlak uit drie (niet op één rechte liggende) punten
(punten: P(p), Q(g) en R(F)).

De vergelijking ven de rechte lijn (Rq) in R,

Volgens (1.14) kan de rechte 1 door een punt P(P) en// 2 gegeven
worden door de parametervoorstelling: X = p + A4,

Als a = (aq,ag)j P = (pq,pg) en x = (x,y), dan geldt dus volgens
stelling 1.7:

(x,9) = (po0p) + AMags8,) = (p50,) + (Aay, Asy)

= (p1+~Aa1,p2+ Aag), zodat (aangezien 2 vectoren dan en slechts
dan aan elkander gelijk zijn als de overeenkomstige kentallen
overeenstemmen) geldt:

(1.18) X = p,+ Aa1; Y = pot Aag

Hierin zijn x en y de cobrdinaten van een willekeurig punt van
1. Elimineren we A uit (1.418), dan blijkt, dat de codrdinaten

x en y van elk punt (x,y) van 1 voldoen aan de vergeli jking:
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(1»19) ag(x"p/]) = a/](y'pz) = 0,
We noemen (1.19) de (coBrdinaten-)vergelijking van de rechte in
Ry Duze 1ijn gaat door het punt P(pq,p2)‘en is evenwi jdig aan de

richtingsvector a = (aq,ag), Zijn de richtingsgetallen a, en a
van 1 beide + O, dan is (1.19) ook te schrijven als:

2

X-Dp J=p
(1»20) —a——j- = 2 °
| 1 !

Omgekeerd stelt, zoals kan worden aangetoond, elke vergelijking
van de eerste graad in x en y:

(1.21) ax + by + ¢ = 0,

waarin a en b niet beide O zijn, de vergeli jking van een rechte 1ijn
in Rg
wordt daarom ook wel een lineaire vergeli jking genoemd.

voor, Een vergelijking van de ‘e graad, zoals bijv. (1.21),

De 1ijn voorgesteld door (1.21) is evenwijdig aan de vector
(b,-a); een richtingsvector is dus (b,~a); -b en a zijn richtings-
getallen van 1; het quoti&nt - & noemt men ook de richtings-

) b
coEfficiént van 1(- % = tangens van de hellingshoek van 1 met de

positieve x-as),*)

Als in (1.21) c=0, gaat de 1lijn door O. Is c + 0, dan gaat de
1ijn niet door 0. Is a = 0, dan is y = -%/b, een lijn evenwijdig
aan de x-as, y = 0 is de vergelijking van de x-as (par. voorst.
X-a8: X = A51 = A(1,0) = (A,0); punt op de x-as dus voor te stel-
len door (p,0)). Als b = 0»x = -%/a, 1ijn evenwl jdig aan de
y-és: X = 0 1s de vergelijking van de y-as (par. voorst. y-as:

X = AEQ = MO0,1) = (0,A); punt op de y-as dus voor te stellen
door (0,q)). )

Evenwi jdige lijnen in R2: Als gegeven zijn de 1ijnen l,l en 12:

gt agx + by + ¢, =0 (a1 en b, niet beide O)
12{ 8% + by + ¢, =0 (a2 en b, niet beide 0),
dan zijn de 1ijnen 14 en 12 evenwi jdig als a1b2 = aebq,

Is a, = a, = 0, dan beide lijnen // x-as.
Is b,y = b, = 0, dan beide lijnen // y-as.

¢
Als een A4 O is te vinden, waarvoor: a, = Aag, b, = Ab2 en
Cy = Acg, dan vallen 14 en 1, samen,

¥*) Indien men de richtingscoéfficiént - i—gelijk aan m stelt, is
elke rechte, die niet evenwi jdig is aan de y-as, voor te
stellen door de vgl.: v = mx + n.
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De vergelijking van het platte vlak (R ) in R

3

Het vlek « door het eindpunt van @, en // 5 en & kan volgens
(1.16) worden gegeven door de parameter-voorstelling:
X =43 +\b +mC,

-

Als g = (aq,ag,a ), b = (bq,bg,bB)j c = (01,02,03) en x = (x,y,z),
dan volgt (x,y,z) ( + Ab1 tMuCys By Abz + 405,
a, + +

3 Ab3 /MCB), dus
(1.22) X =a, + Ab1 tucys Yy = 8, + Abg +C

v = + b, + X

Z a3 b3 /u03

Hierin zijn x, vy en z de co8rdinaten van een willekeurig punt
van & , Elimineren we A en w uit (1.22), dan blijkt, dat de
cobrdinaten x, y en z van elk punt (x,y,2) van o voldoen aan gen
lineaire vergelijking in X, ¥y en z, dus een vergelijking van de
vorms

(1.23) Ax +By +Cz +D = 0,

We noemen (1.23) de (cobrdinaten-)vergeli jking van een plat vlak
in R,

-
Omgekeerd kan worden sengetoond, dat elke lineaire betrekking in
X, yen z: Ax +By +Cz +D =0 (A, B en C niet alle 0) de ver-
gelijking van een plat vlak in R3 i18.

(0,d,r) = q(0,1,0) + r(0,0,1) = q52 + réB is een punt of vector
in het (y,z)-vlak (vlak door de y-as en z-as, ook wel genoteerd
als YOZ-vlek). De vergelijking van dit vlak is x = O. Evenzo voor
de andere codrdinastvlakken:

y = U: de vgl. van het (x,z)-vlak (= X0Z-vlak).

z =0t de vgl. van het (x,y)-vliak (= XOY-vlak),

(p,0,r) is een punt of vector in het (x,z)-vlak; (p,q,0) een
punt of vector in het (x,y)-vlak. De 1lijn X = 3 + A(0,q,r) is
// (y,2z)-vliak; x = 3 + AMp,0,r) is // (x,z)-viak en

x =a +AMp,q,0) is // (x,y)-vlak.

Het vlak voorgesteld door (1.23) gast dan en slechts dan door O
als D = 0, ¢

Is A = O dan vlak // x-as (de x ontbreekt in de vergeli jking);
O dan vlak // y-as (de y ontbreekt in de vergelijking);
O dan vlek // z-as (de z ontbreekt in de vergelijking).

-Is B
Is C

il

Il




WR~A13

Ontbreekt bijv. de x in de vergelijkiﬁg van een vlak, dan is
de resulterende vergellijking in y en z (of eventueel alleen in
y of alleen in z) de vergelijking van de snijlijn van het ylak
met het (y,z)-vlak, gegeven als een R, in een R,; analoog als
y of z ontbreekt.

A en B belde 0=z = -D/C, vlak // (x,y)-vlak
A en C beide O-»y = -D/B, vlak // (x,z)-vlak
B en C beide Ow=x = -D/A, viek // (y,z)-vlak.

Een rechte in R3 kan niet door één codrdinatenvergelijking wor-
den voorgesteld, zoals in R2 (wel door 2 verge lijkingen, name-
lijk als snijlijn van twee vlakken).
De parsmetervoorstelling heeft het voordeel, dat we door &én
betrekking de 1lijn kunnen voorstellen (zie opm. biz. AB), zowel
in Ry als in Rs. -

De x-as kan in R, of worden voorgesteld door de par. voorst.:
X = A§1 = A(1,0,0) ‘= (A,0,0); punt op de x-as: (p,0,0); of door
2 vergelijkingen: y=0, z=0,
Evenzo de y-as of door X = %52 = A(0,1,0) = (0,A,0); punt op de
y-as: (0,q,0); of door x=0, z=0;
de z-as of door X = AéB = A(0,0,1) = (0,0,A); punt op de z-as:
(0,0,r); of door x=0, y=0,
In het algemeen kunnen we zeggen, dat indien we werken in een
ruimte van zekere dimensie, een hierin gelegen ruimte van 1 di-
mensgie lager, voor te stellen is door 1 codrdinatenvergeli jking,
van 2 dimensies lager door 2 codrdinatenvergelijkingen enz,
Evenzo is er een verband met het aantal parameters in de para-
metervoorstelling van de deelruimte. Het asntal parameters is
namelijk juist gelijk asn de dimensie van de deelruimte.”
Samengevat kunnen we het volgende overzicht geven van de voor-
stellingswijze van punt, lijn en vlak in R2 en RB:

““““““““““ A X ) i
¥) Men zegt wel, dat de lineaire deelruimte bestaat uit oo™
punten, als k de dimensiec van de deelruimte is,




WR-A14

p?§t><{y e . Ej

/0
N

x = (x,7) =D = (pg:P, = (x,5,2) =D = (Py,py,03)
#),
ax+by+c=0 (a2 en b niet 1x+b1y+cqz+d1—0 (a .,C. niet
rechte // beide 0) 84Dy +o 2 +d =0 aile drie O voor
Y TRt o i=1,resp.1=2)

V(RN £ = 3+ A6 (540) [
N f - 54 AB(B40)
/
\ %

ax+by+cz+d=0 (a,b,c niet
plat vlak (R,) alle drie 0)
¢ Ab+ /“ (b en ¢ een 1lin.
onafh.stelsel)

x),In R3 kan een rechte uiteraard ook door twee vlakken worden voor-
gesteld, beide in de parametervoorstelling.

De betekenis van de begrippen "lineaire combinatie" en "lineaire (on)
afhankelijkheid" voor de meetkunde, blijktoawuitde volgende eigenschap-
pen, die bijv. in een R3 gelden:

1) Twee rechten zijn dan en slechts dan evenwijdig, als hun richtings-
vectoren afhankeli jk zijn.

2) Een vlak door O wordt gevormd doof alle vectoren, die een lineaire
combinatlie zijn van twee lineair onafhankelijke vectoren.

3) De rechte x = a+ AU is dan en slechts dan evenwijdig met het vlak
X =b + wv + YW, als U een lineaire combinatie is van ¥ en w.

4) Twee vlakken X = @ + AT +ul en X =b + ¥V + pW zijn dan en slechts
dan evenwijdig, als t en U lineair afhankelijk zijn van v en w (ook
v en W lineair afhankelijk van T en u).

5) De eindpunten der vectoren a, b en C liggen dan en slechts dan op
één rechte, als -3 en ¢c-3 een lineair afhankelijk stelsel vormen.

6) De eindpunten der vectoren &, b, ¢ en d liggen dan en slechts dan

in één vlak, als b-a, c-2 en d-3 een lineair afhankelijk stelsel

vormen,

¢




WR-A15

Voorbeelden:

In R2

Vb 1)

Vb 2)

Vb 3)

Vb 4)

L3
°

Beschouw de rechte x=(1,2)+ A(3,1).
Het punt (10,5) ligt er op, want (10,5)=(1,2)+3(3,1) (A=3).
Het punt (-2,-1) ligt er niet op, want voor elke A is
(-2,=-1)+(1,2)+A(3.1). .
Het snijpunt met de x-as vinden we uit (p,0)=(1,2)+A(3,1)=
=( 143X, 2+A), dus A+2=0-A=22, zodat p=-5 en dus snijpunt met
de x-as: (-5,0). Op analoge wijze vindt men dat (O,i) het
snijpunt met de y-as is.
De vergelijking van de rechte volgt na eliminatie van A uit:
X=1+3 A
{y=2+A .
Resultaat: x-3y+5=0. Richtingsvector dus inderdaad (3,1). De
van teken voorziene stukken, die van de assen worden afge -~
sneden, verhouden zich dan als 3:-1, zoals ook het geval is
(-5 en %0«

Een rechte is gegeven door de vergelijking: 2x+y-3=0. Om een
parametervoorstelling te vinden, stellen we x=A, dan is
y=-2A+3, en dus i=(x,y)=(}\,-2)\+3)=(O,3)+(/\,—2)\)=(O,3)+)\(’I,—2)°
Deze vergelijking kunnen we ook als volgt vinden: Neem een
punt van de rechte, bijv. als x=0-y=3, dus (0,3). Richtings-
vector is (zie blz. A11): (1,-2).

Dezelfde vraag bij 2x+3y-7=0. Stel nu x=3A, dan is y=—2A+Zu
dus een parametervoorstelling: §=(xjy)=(3kj—2k+%9=(0,7/3)+
+)\(3;"2) °

(0,7/3) 1s een punt van de rechte; (3,-2) een richtingsvector.

Gegeven zijn de twee rechten 14t x+2y+3=0 en 1,: 2x-3y-8=0,
Bepaal het snijpunt van 1, en 1,8 x4+2y+3=0 en 2&{W~8=O—%x=1y=—2?
Snijpunt (1, -2).

Als de twee 1ijnen door middel van een parametervoorstelling

waren gegeven, bijv.

¢

1y i=(—3jo)+A1(2,-4) en 1,: i=(4}0)+A2(3,2), dan moet voor
het snijpunt (x,y) gelden: (x,y)=(-3+2kqj-A1)=(4+3A2,2A2), dus
~3+2A1:4+3A '

N
SPEYVELS Ap==1, en dus (x,y)=(1,-2).
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In R3:
Vb 5) Beschouw de rechte X = (1,1,1)+ X(0,1,2).
Het punt (1,3,5) ligt op de rechte, omdat (1,3,5) voldoet aan
(%,7,2)=(1,1,1)+ A(0,1,2) voor A=2. Het snijpunt van de rechte
met het (x,y)-vlak volgt uit z=O=1+2A-sA=-%, en is dus het
punt (1,%,0). _
Het snijpunt met het (y,z)-vlak zou moeten volgen uit
x=0=1+ A .0, Er is geen x die hieraan voldoet; er is dus geen
snijpunt met het (y,z)-vlak. Inderdasd klopt dit, want de
richtingsvector is (0,1,2) en dus is de rechte // (v,z)-vliak
(blz. A12), omdat (1,1,1) niet in het (v,2)-vlak ligt.
Yordt gevraagd de rechte door (7,0,3) evenwijdig met de gege-
ven rechte, dan is: x=(7,0,3)+ A(0,1,2) hiervan een parameter-
voorstelling.

Vb 6) Beschouw het vlak x=(1,2, 3)+ A(0,1,1)+(1,0,-2),
Uitgeschreven x=(x,y,z)= (1,24 A 3+ A - -2 ) .
Voor het snijpunt met de y-as moet x=0,z= O~¢A——5,/ =-1, Dlt
snijpunt is dus (0,-3,0).
De vergelijking van het vlak wordt verkregen door A en & te
elimineren uit x=1+a, y=2+A, z=3+A - -2 e,
Direct 21en we in, dat geldt 2x-y+z=3, Dit is dus de verge -
lijking van het vlak., Voor elk punt van de snijlijn met het
(x,y)-vlak moet z=0 zijn, dus de vergelijking van deze snij-
11Jjn, beschouwd als rechte in het (x,y)-vlak, luidt 2x-y=3.
In de ruimte stelt deze laatste vergelijking voor het vlak
door de snijlijn en evenwijdig aan de z-as.

Vb 7) Het snijpunt van de rechte uit Vb 5) met het vlak uit Vb 6)

' verkrijgt men door x=(1,1,1)+ A(0,1,2) in te vullen in de ver-
gelijking van het vlak 2x-y+z=3, Dan is 2.1~( 1+ A)+(1+2 A )=
=3->A=1 en het gevraagde snijpunt is (1,2,3).

Vb 8) Een vlak heeft de vergelijking 2x -4y +3z=12,
‘ Gevraagd wordt een parametervoorstelling van het vlak. Stel

y=A cen Z=2 4, dan is X=2A -3u +6-5X=(2 A =30, N2 )=
=(6,0,0)+ A(2,1,0)+,4(-3,0,2) een parametervoorstelling.

Het vlak door (1,2,3) // gegeven vlak heeft dus als een par.

voorstelling: x=(1,2,3)+ A(2,1,0)+4(-3,0,2).
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9) Gegeven zijn de twee vlakken
gt X+y="1 en &yt 2x~-y+z=3,
Gevrasgd wordt een parametervoorstelling van de snijlijn van
x4 oen i
Stel x=A, dan is y=- A+1 en z=-3X +4, dus
x=(x,y,2z)=( A,—‘K+1,—3)\+4)=(O,1j4)+-X(1j~13-3) is een

parametervoorstelling van de snijlijn.

10) Gegeven de vlakken oLy x=(0,1,0)+ A(1,2,1)+(=1,0,1)
en  oy: X= %(1,—1,O)+/“(1;-3g‘2)~

Gevraagd de 1ijn door (1,1,0) // 2an de 1ijn, bepaald door
%y eno, (dw.z. // snijlijn van ®4 en &,). Bepaling rich-
ting snijlijn van %4 en oyt A1(1,2,1)+/u4(~1,0,1)= A2(1,-1,O)+
+/u2(1,-33—2)m«>>\q=>\2:/»1=—/u2, Dus richting snijlijn is //
(1,2,’1)+(—1,0,’1)=(O,2,2)=2(O,’13’1)° Een parametervoorstelling
van de gevraagde 1ijn is dus: x=(1,1,0)+ A(0,1,1).

Opgaven

1)

3)

4)

5)

7)

8)
9)

Op de zijde AB van driehoek OAB ligt een punt P tussen A en B, zo,
dat AP:FB =2:u . Druk de vector OF,met behulp van de getallen
en 4 , ult in de vectoren O en TB.

Bewijs, dat het punt A = (3,4) ligt op de rechte x = (1,5)+h(2,;ﬂ):

Bepaal de vergelijking van de rechte X = (2,1)+ 2(1,3). Bepaal de
cobrdinaten van de snijpunten van deze rechte met de cobrdinaat-

assen.

Geef een parametervoorstelling van de rechte, die als vergelijking
heeft x+3y-2 = O,

Bepaal het snijpunt van de rechten
x = (2. 1)+ 2(1,3) en x = (0,-3)+2(1,1).

Idem bij de rechten:
X = (132)'}' 7\("6s9) en x = (75"5)"‘ 7\(45‘6)°

Bewijs, dat de volgende rechten door één punt gasn:
x = (0,2)+ A(=1,1); X = (3,1)+ ~n(-5,3); x=a(1,-2). .

Gevraagd de rechte door A = (-1,1,4) en B=(1,2,3).

Geef een parametervoorstelling van het vlak, dat gaat door het
punt A = (1,2,1) en evenwijdig 1s aan de rechten:




10)

11)
12)

13)

%)

15)

16)

17)

18)
19)

20)

21)

22)

23)
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x = (-6,2,0)+ 7(1,1,1) en % = (5,1,3)+ »(6,2,1).

Gevraagd het vlak (vergelijking en/of parametervoorstelling) door
de oorsprong O en de rechte x = (1,-1,0)+ ~(2,1,1).

Gevraagd het vlak door A = (1,2,1), B = (-1,1,4) en C = (5,-2,1).
Geef een parametervoorstelling van de rechte. die gaat door het
eindpunt van a = (2,1,1) en evenwijdig is aan B = (1,-1,0).
Bepaal de snijpunten van deze rechte met de drie cob6rdinaat-
vlakken,

Bewijs, dat de volgende drie punten op eén rechte liggen:

A =(6,1,-3), B = (0,-2,3) en C = (10,3,-7).

Het lijnstuk van A = (4,-1,2) tot B = (3,-3,5) wordt verdrie-
voudigd. Bepaal het eindpunt.

Bewijs, dat de volgende vier punten een parallelogram vormen:
A = (39333)9 B = (1£25—q)9 C =-(49191) en D = (63255)=
Gevraagd wordt de vergelijking van het vlak, waarvan een
parametervoorstelling luidt

x = (0,1,2)+ A(1,-1,0)+ (0,1,1).

Bepaal het snijpunt van de rechte 1 en het vliak V:
1:x=(1,2,-1)+ 2(2,1,0) V : 2x-y+3z = 6,

Geef een parametervoorstelling ven het vlak X-2y+3z = 4,
Bepaal in parametervorm de snijiijn van de vlakken:
x-z=1 en 2x-y+3z=5,

Bepaal een parametervoorstelling van het vlak door de rechte 1
en evenwijdig met de rechte m:

1 i = (15233)+ 7\()';'£5J6); m =z i = (7}8:9)+ 7“'(7:553)'

Bewijs, dat de rechte x = (0,7,6)+ 2(-1,1,1) evenwijdig is aan
het vlak x = (6,1,2)+ A(1,2,3)+ (5,1,3).

Bewijs, dat het vlak
X = (09235)+ 7\(1,5,-—2)+/L(’],7,3)
door de oorsprong gaat, ' ¢

&

Onderzoek of de volgende viertallen punten in één vlak liggen:
1) (332918)5 (15"234)9 (5}012) en (23“3:"4)°
2) ("43"233)3 (1933“2)9 (0339—2) en (53'290)0_



2h)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)
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Gegeven zijn de rechten:
13 x=(1,-3,0)+ a(2,1,-3) enm : X = (1,0, -1)+ (0, ~2,4),

1) Bepaal het vlak door m, det. evenwijdig is aan 1.

2) Ga na, of de rechte x = (8,-1,-3)+ »(4,-1,0) 1ligt in het
onder 1) genoemde vlak.

3) Bepaal het vlak door O en m.

4) Bepaal het snijpunt van 1 met het onder 3) genoemde vlak.

Een vlak « heeft in de ruimte de vergel jking 2x-4y+3z = 12,
Gevraagd: 1) Een parametervoorstelling van «.
2) Een parametervoorstelling van de snijlijn van «
met het vlak B8 , gegeven door de vergeli jking x+y=1.

Bepaal de vergelijking van het vlak door het punt P(1,2,-1) en

2X -~y +z="1

de 1ijn 1 :.{X_y+22:2

Gegeven de punten A(1,2,3), B(4,5,-3) en het vliak V met de ver-
gelijking: 2x-y+3z=4,

Gevrasgd het snijpunt C van de 1ijn AB met het vlak V en de ver-
houding van de 1ijnstukken AC en CB.

Zij gegeven in het platte vlak of in de ruimte de driehoek ABC
met zwaartepunt Z.
Als OR=3, O0B=b, OC=G en O0Z=Z, bewijs dan, dat & = %(a+s+a),

Gegeven in de ruimte het viervlak ABCD met zwaartepunt Z, Als
0R=8, TB=5, 00=C, UD=d en OZ-%, bewijs den dat z = 1{3+5+3+d).

Gegeven zijn de punten:

A =(0,-2,3) enB = (6,-5,1) en de rechte 1:

1:x =(0,1,2)+7(-1,1,3).

1) Bewijs dat A noch B op 1 ligt.

2) Bepaal de meetkundige plaats van het zwaartepunt van drlehoek
ABF, als P de rechte 1 doorloopt.

De middens der zijden van driehoek ABC zijn D, E en F (D op BC,

E op CA, en F op AB). Een punt P in de ruimte (in of buiten het
vlak door A, B en C) wordt met D, E en F verbonden. Men bepaalt
de punten Q, R en S zo, dat PQ=k.PD, PR=k.PE, PS=k.FF.

, (k is een re&el getal)
Bewijs, dat AQ, BR en CS door één punt T gaan, en dat PT door het

zwaartepunt Z van driehoek ABC gaat; druk de verhouding PT:PZ in
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k vit. Welke meetkundige eigenschappen kan men afleiden voor =1
en k=-2?
Breidt deze opgave uit door de driehoclk te vervangen 4door een
viervlak (het midden van een zijde van de driehock te vervangen
door het midden van een ribbe of door het zwaartepunt van een
zljvlak van het viervlak, enz,)
Vielke meetkundige eigenschappen kan men voor bijzondere waarden

van k nu afleiden? e

Stelt men in een Rg de linkerleden van de vergelijkingen van twee
rechten: aqx + bqy + c, = 0 en asx. + 02y + 02 = 0 voor door 11 en
12, dan stelt de vergelijking:

(1.24) 7\11 +/Lb12=o (-—OO<7\,/M.<OO)

Juist alle rechten voor door het snijp%nt van de beide lijnen 11=O
en 12=O (eventueel 1,l en 12 evenwijdig, dan snijopunt oneigenlijk
(in het oneindige)).

Deze verzameling 1ijnen door één punt vormt de zgn. lijnenwaaier,
bepaald door 1_.=0 en 1.=0,

1 2
Zo vormen in R3 alle vlakken door de snijlijn van twee gegeven

vlakken een zgn. vlakkenwaaier. Als de vergelijlkingen van de beide

vlakken, analocog als boven, resp. voorgesteld worden doopr v1=0 en

v2=0, dan 1s deze vlakkenwaaier te geven door de vergelijking:
(1.25) AV, MY, =0 (-0 < n, u<00).

Beschouwen we drie vlakken in RB’ die 1 punt gemeenschappelijk heb-
ben, dan vormen alle vlakken door dit punt, een zgn. vlakkenschoof.

Zijn de vergelijkingen der drie vlakleen resp. v1=0, v2=o en v3=O,

dan 1s de vergelijking van deze schoof:

(1.26) AV RV, HVY 0 (00«2, m, v<oo).

3’:

In de vergelijkingen (1.24%) en (1.25) is voor de bepaling van een
1ijn of vlak uit de waaier alleen de verhouding = : u van belang,
e zeggen wel, dat de waaier bestaat uit oo ! elementen., In de vlak-
kenschoof, voorgesteld door (1.26), daarentegen is een vlak bepaald
aoor twee verhoudingen At et ¥, De vlakkenschoof bestaat uit ooZ
vlakken (vergelijk blz. A 13). Er is een zekere dualiteit: In R2

punt ¢+ 1lijn; in RB: punt <« vlak; lijn ¢ 1lijn, o

In R2: alle. punten op een 1lijn (oo' veel) «» alle lijnen door een
punt (co ', lljnenwaaler)
In R,: alle punten op een 1lijn (o0 ')«s alle vlakken door een lijn

3 (co !, vlakkenwaaier),
?)

alle punten in een vlak (oo
(co=, vlakkenschoof).

+» alle vlakken door een punt
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Voorbeelden

Vb 1)

Vb 2)

Vb 3)

Opm

Gevraagd de lijn door het: punt P(-1,2) en het snijpunt Q van

11 : X+y = 0 en 12 ¢ 3x-2y = 5,

We kunnen hiervoor eerst het snijpunt Q bepalen van 11 en 12,
d.i. (1, —1) en dan de vergellgklng opstellen van de lijn door
(-1,2) en (1,-1).

We kunnen ook Qe lijnenwaaier beschouwen, bepaald door 11 en

15. De vergelijking hiervan is volgens (1.24):

A(x+y) + a(3x-2y-5) =

Substitutie in deze vergelijking van (x,j) = (=1,2) geeft
A -12u=0, zodat de vergelijking van de gevraagde rechte is:

12(x+y) + (3%x-2y-5)=0 of 3x+2y-1=0.

Gevraagd het vlak door P(1,1,2) en de snijlijn van de vlakken

V, : x-y-z=3 en Vo ¢ xty+2z=4,

1 .
De vlakkenwaaler bepaald door V1 en V2 heeft volgens (1.25)
tot vergelijking:

AMx-y-2-3) +u(x+y+2z-4) =

Substitueer hierin (x,y,z) = (1,1,2),dan volgt -5 +2 =0,
zodat de vergelijking van het gevraagde vlak is:

2(x~y-z-3)+5(x+y+2z-4)=0 of Tx+3y+82z-26=0,
Gegeven de drie vlakken x=0, y+z= =4 en X-y-2z=-4,
Gevraagd het vlak door de x-as en het snijpunt van deze drie
vlakken.

De vlakkenschoof bepaald door de drie vlakken heeft Volgens
(1.26) de vergelijking:

AX 4+ (y+z-4) + v(x-y-2z+4) =

Een vlak gaat door de x- -as, als in de cobrdinatenvergelijking
de x niet voorkomt, terw131 ook de bekende term O is, dus:
A+v=0en ~du+hy =0, dus A:w:y=-1:1:1. Het gevraagde vlak
is dus x-(y+z-4)-(x-y-22+4)=0, dus z=0, het cobrdinaatvlak XOY.
Blijkbaar ligt dan het snijpunt van de drie gegeven vlakken

op de y-as. Inderdaad, want het snijpunt is (0,4,0).
Een rechte 1ijn 1 in R3’ gaande door het punt P(pq,pg,pB) en

—

met richtingsvector 3§ = (a 1,a2,a3) kan worden voorgesteld door

§==(XAUZ)==F+Ra-(D-F\app R PR CIOP
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De richtingsgetallen a,,8, en a3 van 1 zijn niet alle 0.
Blijkbaar geldt: x = pq+-na1; y = p2+?\32 en z = p3+7\a3,

Zijn a,,a, en a, alle #0, dan geldt (vergelijk blz. A12):
1772 3
X—p1 y“pe Z"pB

(1.27) v
a, a, a3
Deze vcrgellgklngen stellen drie platte vlakken Voor, n,l.:
S I-Ps
V1 ‘Ta - Ta ?
1 2
. =Py Z—D3
' H = 3.
2 a,l dB
y-p Z-p
V3 H 3 2 = 3
2 a5

Elk punt (x,y,z) van de 1ijn 1 llgt ook in de vlakken V..V, en V3.
Deze vlakken gaan dus door 1.
Volgens blz, A12 is het vlak V I z-as, V,l is het projecterend
vlak van 1 /l z-as. Progecteren we 1 evenwijdig aan.de z-as op
het X0Y-v1alr dsan antstaat de projectie 1" van 1, De vergelij-
kingen van 1' zigjn: '

Xapq _ Vap2 . z=0.
1 2

De vlakken V2 en V3 zljn de projecterende vlakken van 1 j/ y ~-as sresp,

// x-as.
Is van de richtingsvector a=(a,,a s8,) van 1:
R y-p. z-p
a,=0, a,#0, a,#" -1 /| YOZ-viak: vglen X=D,, S 3 .
1 2 3 12 _82 83

a,=0, a,=0, B%O-wv¢ / z-as: vglen x= 1,y Do (z-as:x=0,y=0),
a_ =0, a2¢o, a,=0 ~ 1 f y—as: vglen x=p1,z=p3, (y-as:x=0,2=0),

1 3
34¥O, a,=0, a3=0 -1 Jl s-2asr vglen y:pg,zzpB, (YéaS:y=O,z=O).
) e =g V-Po
a1¥0, a2¥o, 85=0 —1 / CY-vlak: vglen z=p3,-gx- = crl
 X- Z -
8,#0, a,=0, a.40 —1 [ X0Z-vlak:vglen y=p., P _ Z7P3
i 2 O 2 aq 33

Behalve door twee projec™erende vlakken kunnen we een rechte lijn
ook bepalen als snijlijn van twee willekeurige vlakken '
Een rechte 1ijn kan bijv. gegeven worden door de vergelijkingen:

V1 H 81X + bqy + C z + d, = 0O

17

V2 PALX + bgy t Coz + d, = O,

2
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Elimineren we hieruit achtereenvolgens X,¥Y en z, dan vinden we
de vergelijkingen der projecterende vlakken van 1 resp. /| x-as,
y-as8 en z-as, Het projecterende vlak van de snijlijn van V1 en
V2, dat evenwijdig is aan de z-as, heeft bijv. tot vergeli jking

(aqcz-agcq)x + (chg‘bgcq)y'+ (dch-dgcq) = 0,

Is ach—a201=b102-b2cq=o en dqcz-dgcqﬁo, dan 1s bovenstaande
vergeli jking strijdig (geen oplossing voor x en v¥). De vlakken
V1 en V2 hebben dan geen punt gemeen en zijn dus evenwijdig

(voorwaarden zijn ook nodig voor evenwijdigheid). V, en V, dus

evenwljdig als er een getal n#0 bestaat, z4 dat:

8, =nray, b, =Ab,, ¢4 =nc,, doch d, ;4?\d2.

V, en V, vallen samen, als ook nog d, =wd, (vgl. blz. A11),

Enkele metrische eigenschappen in R2 en R

3

Definitie: Het inwendig product (7,5) van twee vechoren T en 13

is een reé&el getal, dat als volgt wordt gedefiniee=d:

b +a,b,, als 5': (aq,a2) en b = (b b,).

In R, (a,b) = a,b,+asb, 49

In RB : (a,p) = a1b1+agb2+a3b3, als éé(aq,ag,aB) en Eé(bq,b2,b3),
Eigenschappen van het inwendig product:

1) (a,b) = (¥,7) %) (2,8) > 0 als 340

2) (2,5+8) = (7,5)+(5,7) 5) (0,0) = 0

3) N(&,5) = (»3,F) 6) (8,5)% (3,5 (5,5).

De eerste 5 eigenschappen volgen direct uit de d=2finitie, Eigen-
schap 6 herust op de ongelijkheid van Schwarz (zie 0pg.13 Analyse)
In een R2 Qn een R3 kan met behulp van de stelling van Pythagoras
en de coslnusregel worden afgeleid, dat bij een Cartesisch coOr-
dinatenstelsel voor de lengte la| van een vector & en de hoek @

tussen twee vectoren a en T de volgende betrekkingen gelden:

- . 2 2 . p 2 .
(2.1) [ &= VQ ,a)=’¢%1 ta,” in R, of =V/a +a, tag3© ip R3 5

/]
& cos (/) = : (an) = gé—ﬁ-b-—)
' Ti.0T
V(8,7)(5,5) 181151
Meetkundige betekenis: het inwendig product (7,F) is gelijk aan

de lengte van §'vermenigvuldigd met de lengte van de projectie




Vb 1)

Vb 2)

Vb 3)

Vb 4)
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van b op a. Deze laatste lengte wordt positief gerekend, als
de projectie van b op @ valt in de richting van a; valt de
projectie in de richting van -a dan moet de lengte van de
projectie negatief worden genomen,
De vectoren @ en b staan loodrecht op elkaar (of .zijn ortho-
gonaal), als (a,B)=0 (want cos 90°=0).
Opm, Wegens de ongeliljkheid van Schwarz is

(28,D)
V(z.3) V(5.5)
als een cosinus zou kunnen worden gedefinieerd als we de meet-

kundige voorstelling willen vermljden (bijv. in een ruimte
van hogere dimensie dan 3).

£ 1, zodat de vorm tussen de modulusstrepen

De afstand van het punt A=(1,2,3) tot het punt B=(3,-1,-4)
is de lengte van de vector (1,2,3)-(3,-1,-4) = (~2,3,7), dus

\/(—2)2+32+72 - Ve2.

De rechten

X = (1,2,-1) + 2(3,-1,2) en X = (0,1,4) + 2 (1,5,1)

Zijn loodrecht, omdat het inwendig product van hun richtings-
vectoren (3,-1,2) en (1,5,1) gelijk is aan O.

Willen we de hoek ¢ berekenen, die de vectop (2,2,1) maakt
met de y-as, dan geldt:

cos p = £(2.2,1),(0,1,0)) _

Vo.

Gegeven zijn het punt P = (-1,2,3) en de rechte 1:
1:%x=(-1,14,-3) + A(-1,2022).

2
5 -

Gevraagd wordt de afstand van P tot 1.

De verbindingsrechte van P met een willekeurig punt op 1 heeft
als richtingsvector:

{
(-1,14,-3)+ A(-1,2,-2)-(-1,2,3) = (=n;12+2%, -6-22) .
Deze verbindingsrechte en 1 zijn loodrecht, als het inwendig
product van hun richtingsvectoren nul is, dus als

=To= At 2(12422)-2(~6-2%) = 0 —» 9 = -36, dus n=-14,



Vb 5)

Vb 6)
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De projectie Q van P op 1 is dus (~1,14,~3)-4(-1,2,-2):(3,6,5). '
De afstand van Q=(3,6,5) en P=(-1,2,3), de gevraagde afstand,

is dus
VU4Pu2,02 | g

Verder is van de loodlijn PQ op 1 ecen parametervoorstelling
X = (-1,2,3)+ AN4,4,2) of T = (-1,2,3)+ n(2,2,1).

Bepaal de afstand van de rechten

1:x=(0,1,0) + AM2,1,1) enm : X = (0,-1,3) + »(1,2,1).

Neem op 1 een willekeurig punt L(2k,1+h,x) en.op m een'wille—
keurig punt M = (/A,~1+2/u,3+jw). De verbindingsrechte LM, waap-
van de richtingsvectop is (2m-;&,2+x-aAL,~3+7x~j»), is loodrecht
op 1 en m, indien voldaan is aan

2(2A—/w)+(2+h—2/x)+(~3+A-/L) = 0 en
(2?~—/L)+2(2+h—2/&)+(—3+h—/&)= 0.

Hieraan is voldaan VOOor n=_=1, Het punt (2,2,1) op i en het
punt (1,1,4) op m hebben dus de eigenschap, -dat hun verbindings-
1ijn (met richting (1,1,-3)) loodrecht op 1l enm is,

De (kortste) afstand van 1l enm is dus 1+1+32= V1.

Gevraagd alle vectoren, die gelijke hoeken maken met
a = (232:1) en b = (43033)-

De vector x = (x,y,z) voldoet, indien

ia,x)‘ - _££4§; » dus als
ba .11 |5|x)
§£i§XiE = ﬁiiiﬁ dus als X=-5y+2z=0,

3% 5)%)
Dit vlak is de meetkundige plaats van de eindpunten van de ge-
vraagde vectoren: de vergeli jking van het bissectricevlak van
a en ©. Beschouwen we de dragers 1, en 1y van @ en B dan bestaat
naast dit bissectricevilak nog een tweede bissectricevlak& lood-
recht ,op het eerste, en waarvan de vergelijking gevonden kan

worden ult:
2X+2y+z _  Ux43z
5 = —TJa

5 — 11x+5y+7z = O,




Vb 7)

Vb 8)

WR - A26

Gevraagd alle vectoren in Rg, die loodrecht staan op de vector
(1,2).

" De vector x = (x,5) voldoet, indien X + 2y = 0. Dit is de

vergelijking van de meetkundige plaats van de eindpunten
der gevraagde vectoren, dus de vergelijking van de loodlijn
door 0 op (1,2),

-Gevraagd alle vectoren in R,, die loodrecht staan Oop de vector

)

(1.’2J3)°

X = (X,7,2) voldoet, indien x + 2y 4 5z = 0. Dit is de ver-
gelijking van het loodvlak door O op de vector (1,2,3),

Evenals in het voorgaande, zullen we in deze paragraaf verder
onderstellen, dat We onze beschouwingen uitsluitend zullen
betrekken op Cartesischo (ook wel genaamd orthogonale) codr-
dinatenstelsels:

Normalen: Beschouw in Rg, de rechte 1 gegeven door de verge-
lijking ax + by + ¢ = 0, .
De 1lijn 1’door 0 evenwijdig aan 1 heeft dus de ver-
gelijking ax + by = 0. De betekenis van deze ver-
gelijking is ook, dat het inwendig product van de
vectoren (a,b) en (x,¥) gelijk is aan 0 (vergelijk
Vb 7), dus béide vectoren loodrecht op elkander.
Blijkbaar geldt de volgende stelling:

stelling 2.1 De rechte ax + by + ¢ = 0 staat loodrecht op de
vector (a,b), de vector dus met kentallen gelijk

aan de coéffiéiénten van X en y in de vergelijking
van de rechte, Omgekeerd heeft een rechte 1 lood-
recht Ob een gegeven vector v = (vq,vg) een
lineaire vergelijking in x en Y, met co&ffici&nten
Ven x en y gelijk aan de kentallen Y en yvan v,

Het bewijs van de laatste bewering volgt hieruit, dat, indien
A (aq,ag) €en vast punt is op 1, en X (x,¥7) een willekeurig
punt op 1, het inwendig product van de vectoren X - 3 en v
gelijk is aan 0, dus 0 - (§L5;§):= (x,v) - (a,v), dus



merking:
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VX o+ VoV + ¢ = 0, waarin ¢ een constante is gelijk aanp(é,G).
De rechte door het punt P (Xq,yﬁ) 1 vector (a,b) £ 0, heeft
dus tot vergelijking: a(x-xq) + b(ynyq) = 0,

Analoog geldt in R3 (vergelijk Vb 8):

telling 2,2 Het viak ax + by + ¢z + d = O staat loodrecht op de vector

merking:

(2.2)

(a,b,c), de vector dus met kentallen gelijk aan de co&ffi-
ci&nten van X, ¥y en z in de Vergelijkiﬁg van het vlak. Omge-
keerd heeft het vlak loodrecht Op een vector v = (vq, Vo s %a
een lineaire vergelijking in Xs ¥ en z met co&ffici&nten
van X, y en z juist gelijk aan de kentallen Vs v, en vzvan

T‘V?O

Het platte vaak door het punt P Cxﬁ, Yqs Zq);L vector (a,bsc),ff

# 0 heeft dus tot vgzge;ijking: a(waj) + B{y»yﬂ} + c{z~z£} w O-

e nemen eens can, dat = # 0 een vaste vector is in R, of Rj, eE o
dat d een censtant re&el getel is. We beschouwen alle vectoren x,

die voldoen aan de vergelijking:

—
-

(e,x) = 4,

Volgens blz A 23 en 24 moet dus de lengte ven =z (een vast getall),
vermenigvuldigd met de lengte van de projectie van x op a (voor-
zien van het goede'tekenl) gelijk zijn aan de constante d.

De lengten van de projecties ven alle vectoren X op a'zijn dus
constant, n.l. gelijk aan %’ . |

In R2 liggen de eindpunten van alle vectoren X, die voldoen aan
(2.2) blijkbaar Ob een rechte 1ijn 1 .. 2 en in R3 in een plat
viek V & a. Is d positierl, dan snijdt 1 of V de vector a in een
punt, dat ligt van 0 uit gezien in de richting‘van de vector a.
Is d negatief, dan snijpunt in de richting van -z. is g = 0, dan
1 of V door 0O, Ook omgekeerd geldt als het eindpunt van E'op 1

of in V ligt, dan voldoet X aan een vergelijking van de vorm (2.2),

Vergelijking (2.2) is dus in R, de vergelijking van een rechte
en in R3 de vergelijking van een plat viak. De vector a Heet een
normaalvector van de lijn 1 of net vick V.

Onder deze normaalvectoren zZijn er twee met lengte 1:
I8 in Ryt 2 = (a,b) en ¥ = (x,7), dan is (2.2) te schrijven als




a

D

X + by = 4.

e vectoren
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-a -b_} =zijn

= s en _
( VaZ4p?  ~ VP p2 ) (V 22 +p° Va2ip

de beide normealvectoren, genormeerd op lengte"!o

E
(
R
D

venzo in R.: vergelijking (2.2): ax +
a,b,c) en x = (x,y,z), is de vergeli jk

%5

by + ¢z = d, als a =
ing van een plat vlak in

v

ectoren met lengte 1.

( a b. C )

e vectoren : s R en

Va2+b2+02 Va2+b2+e2 Va2+b?+02

( ) — - -b 5 ~-c ‘ ;) 21
/. A . 2 ]
32+b2+c2 V o, +b2+62 'a2+b_+02

Jn weer de beide normaal-

Vroeger hadden we reeds op andere wijze aangetoond, dat t.o.v.
een willekeurig coﬁrdinatenstelsely de vergeli jking van een

r
i
c
b

echte in Rp o% van een plat vlak in R3
n de veranderlijken. Het blijkt nu, da
ofrdinatenstelsel de coéffici&nten van
ijzondere betekenis hebben, namelijk d

ven de eerste graad is
t t.o.v. een Cartesisch
de veranderli jken een
at ze de kentallen zijn

van een normaalvector van de rechte in R2 of het plaite vlak in

R
A
t
e

v

C

(

A
a

C

(

Deze cosinussen heten de richtingscosinussen van}E;

3" - -

ls in R, een vector a = (a,b) # 0 met
ieve y-as (d.w.z. t.0.v. de richting v
4 en Eé langs deze assen) de hoeken ma

olgens formule (2.1):

; a,e, a
os, = {Baeq) 2 cosat . =

de positieve Xx-~-as en posi-
an de eenheidsvectoren
akt oLX en oLy, -dan geldt

(2,85)

=

b
“ [zl el |3 Bl je,l  13]
2 z. -
cos . + cos d‘y:/')’
naloog in R5: Als @ = (e,b,¢) £ 0 met de positieve coSrdinast-
s8en X, y,en Z, de hoeken maakt’d.x, c(y, cﬁz, dan is
a b c '
08 el = =———— = gosd_ = — 5 cos ol = -y .
R J fal z [z

2 2 2
O{. = °
COSh_+ cos y T eosTK = 1)




(2.3)

(2.4)

2.5)
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Als in Rgof in R3 een vector # 5'gegeven is, dan kunnen uit de
kentallen van de vector de richtingscosinussen worden afgeleid.

De richtingscosinussen Zijn evenredig met de kentallen.

Beschouw nu de vergeli jking:

(n,x) = &, met n een gegeven vector, lengte 1: }ﬁ} =1 en d een
constant re8el getal.

De rechte 1lijn of het platte vlak door (2.3) voorgesteld, staat
loodrecht op n en snijdt de drager van T in het punt P, waarbij
d de lengte is van 6?, voorzien van het juiste teken. Is d posi~
tief, dan richting ven 0P = richting van n; is d negatief, dan
richting van OP tegengesteld aan die van n; is d = 0, dan O = P:
lijn of vlak door de oorsprong van het cobrdinatenstelsel.

Zij in RE el de hoek, die n maakt met de positieve x-~as, gemeten
in positieve richting (d.i. tegen de wijzers van de klok in), dan
is dus n = (cose\, sin®), De vergelijking (2.3) heeft dan de
gedaante: |

X cosd + y sinckh - d = 0,

Als in (2.4) 4 2 O wordt genomen (door vermenigvuldiging met
+1 altijd te verkrijgen), dan noemen we (2.4) de normaalverge-

lijking van een lijn in R2°

o« 1is de hoek, die de normaalvector uit O op 1, in de richting
naar 1 (als 1 door O, dus d = 0, dan normaalvector in een van de
beide richtingen £ 1) ' 'L met de positieve xmés, gemeten in
positieve richting, d is de afstand( ), 0) van O tot 1. Is de ver-
gelijking van een rechte in Rg gegeven door de vergelijking

ax + by + ¢ = 0, dan kan deze vergeli jking eenvoudig tot de
normaalvergelijking worden herleid.

Deze normaalvergelijking luidt nameli jk 19§%%%%%~ = 0,

Het + teken in de noeme als c <0; het - teken als c» 0. Als c=0
+ of - teken.
Analoog in R5: Is d >0, dan gaat (2.3) over in:

-

X COSL + § cos8f* + 2z cosy -4 = O,

Deze vergelijking noemen we de normaalvergelijking van een vlak

5

o w e v —Tcanre s st

V in R
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Hierin zijn o, 3 en ¥ de hoeken, die de normazl uit O op V in Ge
richting naar V (sls V door O weer &én van de beide normaalrich-
tingen) met de positieve cobrdinaatassen maskt, en d de (niet
negatieve) afstand van O tot A. Evenzo kunnen we als de vergelij-
king ven een vlak V in R5 gegeven is door de vergelijking

ax + by + ¢z + d = 0 deze tot de normaealvergeli jking herleiden:

. ax + by + cz + 4
_rd i I I's i
i\/é + b° 4 c°

= 0. Het + teken in de noemer, s&als d<:O;
het - teken als d).On Als d=0 + of -
teken.

Als de normaalvergelijking van een rechte 1 in R2 gegeven is door
de vergelijking (2.3) met dQ;O en P (Xq,yq) een willekeurig punt

R

in R, is met 0P = % (xq,yq) dan is (ﬁgxﬁ)= de lengte van de pro-

Jjectie ven Eﬁ of ﬁ, voorzien van het goede teken. Moet deze lengte
positief worden gerekend in verband met de richting van 1, dan is
de (positieve) afstand van P tot 1 gelijk aan [(ﬁ;§1) -dal. Is
(n, 24) niet positief, dan is deze afstand van P tot 1 gelijk aan

- (n, iq) + d. In beide gevallen geldt dus

telling

2,3 De afstand van een punt P (ﬁ,%) tot een 1lijn 1 met normaal-
vergeli jking

(n,x) ~d =0, 430, %= (x,y)
is gelijk aan:

n,x !

f (n,xq) ~dl , als §4 = (X,‘,y,])°

Maakt n met de positieve x~as een hoek el , gemeten in positieve

richting, dan is n = (cos o, sind ). De normaalvergelijking van
1 gaat dan over in x cos A+ Yy sinel- d = 0, en de afstand van

P (x4:¥4) tot 1 wordt: }x1 cos s + y, sinat - d |,

Op geheel overeenkomstige wijze kan men in R. aantonen:

3

¢

2.4 De afstend van een punt P(xq,yq,zq) tot een vlek V met nor-

elling

maclvergelijking

(n,x) ~d =0, dy0, % = (x,¥,2) is gelijk aan

o N < - g o ot —
(2.6): ]\n,xq) al, als X, = (xq,yﬂ,zq)q
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Zijn de hoeken, die 7 in _R3 met de positieve coordinaatassen maakt,
resp. gelijk aan &, g en Jd s dan is @ = (cos «,cos 3, cos /) (ver-
gelijk blz. A 28). De normaalvergelijking van V gaat dan over in

X COS &ty cOS 5 +z cO8 ¢ ~d=0, en de afstand van P(xq,yq,zq) tot V
wordt : | XG0S & +Y,1c08 # +zc08 4 ~d | . :

De afstand van een punt P tot een rechte in 32 of tot een plat vlak
in RB verkrl jgt men dus door de codrdinaten van P in te vullen in

het betreffende 1id van de normaalvergelijking van de 1ijn of van

het vlak, en van het resultaat de absolute waarde te nemen. De beken- -
de term d in de normaalvergelijking (2.4) of (2.5) is Juist gelijk
aan de afstand van 0 tot de 1lijn of het wvlak,

Qgg;ﬂ) Het bewijs van stelling 2.3 en 2.4 had ook op de volgende
Wiljze kunnen worden geleverd:
‘Stel de normaalvergelijking van de rechte 1 in R2 of het vlak V in
R3 is (vgl.(2.3)):
(0,%)-d=0 met | 7 | =1,

De loodlijn uit een punt P(P) op 1 of V heeft een parametervoorstel-
ling X=p+ 2 n. _ |
We bepalen nu eerst het snijpunt Q@ van deze loodlijn met 1 of V.
Hlervoor moet gelden:

(R,BHA)-0=0 —» (7,5)+ 7| T |*-d=0 — n=d-(#,5), want |5]=1.

Dus Q is het eindpunt van de vector p+{d-(n,p)}n.

De afstand PQ is de lengte van de vector {d-(n,p)}n.

Aangezien [n|=1, is deze lengte dus | d-(7,7)], hetgeen te bewijzen
was,

2) Is de vergelijking van een rechte 1 in Ry: ax+by+c=0, dan is de

afstand van een punt P(xﬂ,yq) tot 1 dus gelijk aan
ax1+by1+c

Va2+b2

ax+byt+cz+d=0, dan is de afstand van een punt P(xq,yq,zq) tot V gelijk

ax1+byq+czq+d |

Y ag+b2+c2

Is de vergelijking van een plat vlak V in RB:

aan

3) Aangezien volgens het voorgaande in R2 de afstand van P(x%,yq) tot
een rechte 1 gelijk is (H,fq)—d of d—(ﬁ,iq), al naargelang P ligt aan
de andere kant of dezelfde kant van 1 als 0, geldt dus, dat de 1ijn
met normaalvergelijking (70,X)-d=0 of x Ccos X+y s8in & -d=0 het platte
vlak R2 in twee delen Verdeelto Voor punten P(x,y), die aan de andere
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kant van O liggen als 0, geldt x cos ot +y sin o -d » O, terwijl voor
de punten, die aan dezelfde kant van 1 liggen als O, geldt

X cosa+y sinet -d=< 0,

Op analoge wijze kan men. in R3 aantonen, dat een vlak V met nor-
maalvergelijking x posoc+y CO5 @ +z cos 4 -d=0 de ruimte RB in twee
delen verdeelt. Voor de punten P(x,y,z), die liggen aan dezelfde
kant van V als O geeflt substitutie van X,¥ en z in het linker

1id van de normaalvergeiijking een negatief antwoord; voor de pun-
ten aan de andere kant'wordt dit 1id positier bilj substitutie van
de codrdinaten.

Ondersteld is hierbij, dat het cobrdinatenstelsel zodanig is geko-
zen, dat de oorsprong hiervan niet lizt op de scheidende lijn of in
het scheidende vlak,

Voldoen de cobrdinaten van een punt aan de normaalvergelijking van
1ijn of vlak in R2 resp. RB’ dan ligt dat punt blijkbaar op de lijn
of in het vlak. De afstand van het punt tot de lijn of het vlak is
dan O, zoals ook volgt uit de stellingen 2,3 en 2.4,

gogk §g§§§n_§w§g 1igg§§ in @2 en _tussen twee vlakken ig RB;

Zijn (3,%)=c en (D,%)=d

de vergelijkingen van twee lijnen in R2 of van twee vlakken in R3,
dan zijn de vectoren 7 en B'no$maalvectoven, De hoek ¢ tussen de
lijnen resp. tussen de vlakken‘is dus dezelfde als de hoek tussen

de vectoren a en b. Volgens formule (2.1) is

(2.7) cos ¢ = héézégﬁ .

la].|b]
Is in R, 55(81,82), Eé(bq,bz) en x=(x,y), dan gaan de gegeven
vergelijkingen over in

a x + asy = c¢ en b1x+b2y=d,
terwijl (2.7) wordt:
(2.8) cos ¢ = a1b1+a?b2 -~
Ja§+a§ V%f+b§

' g
Hieruit volgt in het bijzonder lqs,lﬁ dan en slechts dan als
aqb,l+a2 2:0,

20 zijn de twée'lijnen aqx+a2y=c en agx-aqy=d dus orthogonaal in R

a
zoals reeds opgemerkt Op blz. A11 heet qutg qu— 51 de richtings-
2

LS e et b et beve s ms et et oo

29

1) Met ¢ is bedoeld €en van de beide hoeken, dus een hoek of z'n
supplement,
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: b
coéfficiént van lq en evenzo My=tg P == Bi de richtingsco&fficig&nt
van 1,. Uit (2.8) volgt: &

2 2
2 (m1m2+1) 2, _ sin2¢ _ 1~cos%y _ (mﬂ"mQ)
Cosp = —s 5 s en dus tgTep S > o
(m1+1)(m2+1) cosaw cos“ g (1+m1m2)

Verstaan we onder p de scherpe hoek tussen 1,l en 12, dan is dus:

m,-m
(2.9) tg ¢ 12

’l+m,]n12
(eenvoudig ook af te leiden met behulp van de tangensregel voor de
tangens van het verschil van twee hoeken),

Uit (2.9) volgt weer in het bijzonder 1.4 1, als m my=~1, dus als
de beide richtingsco&fficiénten elkaars tegengestelde inverse zijgn.,

Is in Ry : Eé(aq,ag,a3), Eé(bq,bg,bs) en X=(x,y,z), dan stellen de

vergelijkingen (3,X)=c en (b,X)=d de vergelijkingen voor van de vlak-

ken:

V1 : a1x + asy + 332 = ¢

V2v: qu + bgy + bBZ = d,
terwijl voor de hoek » tussen V,l en V2 geldt (voor ¢: zle noot blz,
_ , 32)
a1b1+agb2+a b

373 _
V/.2,.2,.2 /2 2 o
.a1+a2+33~ V%1+b2+b3

cos ¢ =

Hieruit volgt weer in het bijzonder: Vv i.V2 dan en slechts dan als

1
aqb1+azb2+33b3=0.

Voorbeelden

Vb 1) De rechte door het punt P(1,2,3) loodrecht op het vlak
3x-by+5z=3 1ig
X = (1,2,3) « n3,-4,5),

Vb 2) De rechte in R, door het punt (1,2) en loodrecht 0p de vector
(2.1) heeft tot vergelijking 2(x-1) + 1,(y-2)=0 of 2X+y-4=0

(zie ovm.blz. A27Y,

Vb 3) Het vlak door P(2,%,1) en loodrecht op de rechte ¢

X=(04-1,4)1 7(3,2,5) heeft tot vergelijking: 3(X~2)+2(y—4)+5(z-1);0

of 3x+2y+5z-19=0,

Vb 4) Gevraagd het viak doop de snijlijn van V. en vy

V1 PXFYy+2z=4 en V_ . 2X =3y +2=" en

2
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loodrecht op het viak o : 3x-Uy-7z=9,
De normaalvectoren van de vlakken, behorende fot de vlakken-

waaler, bepaald door V1 en ng kunnen worden voorgesteld door:

(X+2}&,~h~3f¢32?\+/%). Voor het vlak uit de waaicr, dat lood-
recht staat op &« , moet gelden 3(ﬁ+2ﬁ%)—4(h-3/L)—7(2?\+/L)=O

of 15 =114,
De vergelijking van het gevraagde vlak wordt dus:

11(X+y+gz_4)+15(2x-3y+z-1)=O of H1x-34y+372-59=0,

Gevraagd de scherpe hoek tussen de rechte 1 en het vlak V,
gegeven door:

X =(12,3) + 2(1,1,¥6), V : x-yiz = 12,

De gevraagde hoek ¢ 1s het complement van de hoek tussen de
vectoren (1,1,N/8) en (1,-1,1), dus

sin w::é%%%%%-: % —> » = 30°,

Gegeven zijn de vlakken:
V @ 2x+y+2z=1, W 6x-ly-z=5 en 7y . X+3y7+2+2=0,

Gevraagd wordt:
de snijlijn
1) De vergelijking van het vlak doSPYE¥an V en W en door 0,
2) De vergelijking van het vlak door s, loodrecht op U.
3) De cobrdinaten van het snijpunt S van s en U,
4) De vergelijking van het vlak door S loodrecht op de vector
(1123"3)'

5) De vergelijkingen van de projecterende vlakken van g.

Oplossing:

1): De vergelijking van de vlakkenwaaier, bepaald door V en
W ois: x(2x+y+22-1)+/¢(6x—4y-z-5)=0° Opdat een vlak hierp-
van door O gaat, moet gelden - =54 =0, zodat de verge~
lijking van het bedoelde vlak is:
-5(2x+y+22-1)+(6x-4y-z-5)=0 of 4x+9y+112=0,

£
2): Als een vlak van de vlakkenwaaier uit 1) loodrecht staat
op U, moet gelden: 1.(2A+6/¢)+3(A—4/L)+1(2R—AA)=O of
TA=Tpe =0 ~> A = 4 , De vergelijking van het bedoelde vlak
is dus (2x+y+22-—’!)+(6x-4y—z-5)=0 s 8K -3y 4+2-6=0,
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: Aan de drle vergelijkingen van V,W en U voldoet x= %, y==1,
% - -1 en % zijn dus de cobrdinaten van het snijpunt S.
: De Vergellgklng van het vlak door S loodrecht op de vector
(1,2,-3) heeft tot vergelijking (x- —)+2(y+1) 3(z- ~) 0 of
TX+14y-212+27=0. Deze vergeli jking had ook afgeleid kunnen
worden door de vliakkenschoof te besohouwen, bepaald door V,W

Zi=

en U:
x(2X+y+22—1)fﬁb(6x-4y-z—5)+ v (x+3y+2+2)=0.

Een vlak uit deze schoof is loodrecht op de vector (1,2,-3)
als '

(2n +6 +¥) 2 (= b3 v )i(2n e rv)=1:2:23,

Hieruit volgt = i 2 v =81:-20:-77 en de vergelijking van het
bedoelde vlak:
81(2X+y+22-1)-20(6x—4y—z—5)—77(x+3y+z+2)=0 of Tx+14y-21z+27=0

8 1s de snijlijn van V en W. Beschouw de beide vergelijkingen
van V en W, Eliminatie van x uit deze vergelijkingen geeft
(y+7z+2=0, Dit is het projecterend vlak / x-as. De beide andere
projecterende vlakken # y-as en / z-as worden verkregen door
eliminatie van y en z uit de beide vergelijkingen, Dit leidt
tot de vlakken:

14x + 7z -9 =0 resp. 14x - 7y - 11 = 0,

Bepaal de oppervlakte van & ABC, als A=(4,1), B=(0,4) e
C=(-1,-3).
Van de zijde AB is de lengte c= VQ4—O)2+(1—4)2=5

Een parametervoorstelling van de lijn 1 door AP is

X = (%,7) = (0,4)+ A(4,-3) > x=bn , y=h-3n .
De vergelijking van 1 is dus 3x+4y-16=0 en de afstand h van C
tot 1:

h, -] A6 _ 1
c - 5 ¢
\/32+42 1
Dus opperviakte A ABC : bc.h =}.5. %T = 15% .

Gegeven het vlak V : 2x-y+2z=6 en het punt P(%4,9,5),
Gevraagd de projectie van P op V.

De vector a = (2,-1,2) staat loodrecht op V en is dus evenwijdig
aan de loodlijn uit P op V neergelaten. Een vectorvoorstelllng
van deze loodlijn is dus
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X=(x,7,2)=(4,9,5)+ (2,-1,2), dus X=h+22,7=0- A ,z=5+2x.

Substitueren we deze waarden in de vergelijking van V, dan

is ‘

2(44+2n) - (9-A)+2(5+20)=6 of OrA=-3, A=~ % en de projectie is
1T a1 3,71

( 3‘3‘: 93‘3 4'3") .

Vb 9) Bepaal de. afstand van het punt P(E,—B,#) tot de 1ijn 1:
1 5%1 = X%i = Egi .
Vectorvoorstelling van 1 : X =(-1,1,-3) + n(3,2,4)..
Een willekeurig punt Q van 1 is voor te stellen door
(=143, 1425, -3+42), Q is de projectie van P op 1, als de
vector (—3+3m,4+2x,-7+4h), die gelijk en evéenwijdig is aan
het lijnstuk PQ, loodrecht staat op l, dus op de vector
(3,2,4), Het inwendig product van deze vectoren is dus nul,
zodat 3(-3+3%)+2(4+2m)+4(-7+4h)=0. Dit geeft = =1 en dus
Q(2,3,1). De afstand van P tot 1 is dus

PO = V(2-2)%4(343)21 (1-1)2 = 35,

Vb 10) Gegeven het vlak Vv : x+3y-%42+5=0 en de punten A(2,2,3) en
B(4,2,1). Gevraagd de vergelijking van het vlak W door AB en
loodrecht op V,

Stel a = (2,2,3) en b=(4,2,1), dan 1is b-a=(2,0,-2). De vector

c=(1,3,-4) staat loodrecht op V.
Een vectorvoorstelling van het vlak W is dus

x=(x,vy,z) = (2,2,3) + r2,0,-2) + 0 (1,3,-4),

Hieruit volgt X=2+28+: 4 3 y=2+@u.;z=3—2%—4ﬁb. Elimineren we
hieruit » eén s , dan vinden we voor de vergelijking van het
viak W : x+y+z=7.

.._—-.-—..,-.—._-.——...——._—-——.-.—.——-—-.—.———.—..._-.—

Van twee (snijdende) 1lijnen 11 en 12 in R2 zijn de normaalvergeli j-
kingen gegeven door:

I
O

11 P X cos m1+y sin mq—dq

12 H'< %?S m2+y sin &« -d. = 0,

277
De afstanden van een willekeurig punt P(x,y) tot 1, en 1, zijn res-
pectievelijk:

p/l - ; X cos m]/}_}_y 8in mq_d/] en p2 = z X COS C(2+57 3in D*'ug"dg}




De meetkundige plaats van de punten P(x,y)j die gelijke afstanden
tot 1,I en l2 hebben, is de figuur gevormd door de beide bissectrices
van de hoeken, die l,I en l2 met elkaar‘maken.

De vergelijking van de bissectrices luidt derhalve:

| x cos %ty 8in &, ~djf = | x cos d,ty sin mgédgf .
De ene bissectrice heeft dus de vergelijking

X cos a1+y sin &X,]-d,1 = X COS m2+y sin mg—dg, en de andere

X cos « +y sin m1-61 = ~(x cog &ty 81ncx2—02).

Opm.1) In verband met de opmerking 3) op blz. A 31 kan men nagaan,
welke vergelijking bij de ene bissectrice en welke bij de andere
behoort (door beschouwing van een punt op een van de bissectrices
en na te gaan of de linkerleden van 1,I en l2 positief of negatief
moeten worden gerekend in verband met de ligging van dat punt t.o.v.
de oorsprong O van het codrdinatenstelsel on 11 €1 12 (beide niet )

gaands door 0)),

2) De beide bissectrices staan loodrecht op elkander, want
(cos & -cos mz)(cos o +c0s o, )+(sin &, ~sin ®,)(sin o +5in &)=

2 .0 . 1 1 2
=(cos &, +sin mq)—(cos2«2+31n %, )=1-1=0.

3) Zijn 1,I en 12 niet door normaalvergelijkingen gegeven, maar is
1,I : a1x+a2y+83=0 en 12 : b1x+b2y+b3=0, dan is de vergelijking van
de beide bissectrices:

laqx+a2y+a3§ , ( b1x+b2y+b3]
Y a?+a§ v b§+bg

4)y Zijn 1, en 1, evenwijdig, dan is er slechts één "bissectrice",
de 1lijn l,# 1,I en l2 en gelegen midden tussen deze,

e e i dy e i wnr e ot e kn wien e

Op overeenkomstige wijze kan men in R3 aantonen:

Als de snijdende vlakken V,l en V2 tot vergeliljking hebben:
V1 : aqx+a2y+332+a4=o en V2
king van de beide bissectricevlakken, die in R3 de tweevlakshoek,

qu+b2y+b32+b4=o, dan is de vergelij-

gevormd door V1 en V2 middendoor delen:

} (gelijkstelling van de
131X+32y+832+84! ‘b1x+b2y+b32+b4} absolute waarden der
= » linkerleden van de beige
y32+32+82 \/b2+b2+b§ vergelijkingen 4n de
723 17273 normaalvorm)

Deze beide vlakken staan loodrecht op elkander, want als

a = (31932933) en b = (b1:b23b3) geldt:




1)
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3)

)

5)

6)
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a . s a_ . _E )?5 (ai?% - _?ib> = 1-1=0 (volgens (2.1)).
il isl 13| ¥} |7} T
Zie verder opm.1) en %) boven, die ook hier m.m. van - toepassing zijn.
Zijn in 33 twee lineair bnafhankelijke vectoren a en B gegeven, dan
is de vergelijking van de beide bissectricevlakken van de dragers
van @ en b (d.z. de vlakken door 0, die de beide hoeken gevormd door

deze dragers loodrecht middendoor delen) dezelfde als boven indien

a)_"-":bq_:O:
EDL 15,7 WE)) | 1(BE)] (%=(x,y,2) ).

= - - et = == =
g1zl vl %] I | | B |
Ook deze vlakken zijn dus weer orthogonaal (vergelijk vb 6) blz.A 25).,

Opgaven

Bewijs met behulp van vectorrekening, dat de drie hoogtelijnen
van een driehoek door één punt gaan.

Bepaal de vergelijking van de rechte in Rg, die gaat door het snij-
punt van de rechten 11x - My +36 = 0 en 3x + by - 22 = 0 en loog-
recht staat op de rechte door de punten A(-2,3) en B(6,-1).

Bepaal in 32 de vergelijkingen van de rechten, die gaan door het snij-
punt van de rechten x + Yy=2 en x + 8y + 2 = O, en die tot het
punt (3,-4) de afstand 3 hebben.

Gegeven is het nunt A(0,2). Op de x-as ligt een punt B en op AB het
punt C zo, dat het product van de lengten der lijnstukken AB en AC
gelijk is aan 16, '

Bepaal de vergelijking van de meetkundige plaats van C, als B de x~-as
doorloopt,

Gegeven zijn de punten A(6,0,-2) en B(1,-4,0) en de rechte 1 gegeven
door x + y = O, BXx +y + g = 7.
Bepaal de vergel. jkingen en bereken de lengte van de kortste verbin-

dingslijn van de lijn door AB en 1.
¢

Bepaal de“veotorvergelijking van de lijn 1 door het punt P (2,1,-3)
loodrecht op het vlak V met vergelijking 2x -y + z = 2,
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8)

3)

10)

,1)

2)

3)

1)

' WR-A
Bepaal de hoek tussen de lijnen 1 en m: 29

1: ;C ("“’},2) +’>§(5:4:3)
m: .;g (29"130) + A(S:"Bsq) .

I

Bepaal het snijpunt’van het'vlak U: X+ 32 =2 en de 1ijn 1 door het
punt (6,7,1) loodrecht op het vlak V: -x + 2y = 7.

Ontbind de vector p = (5,8,-3) in een vector, die loodrecht staat op
het vliak V: x + 2y - 2 = O en één die in het vlak v 11gt

De 1lijn i heeft tot parameﬁervoorstelling:
X = (0,1,~1) + X(1,1,2) en de lijn m: ¥ = (3,1,2) +A (2,-1,1).

1°. Toon aan, dat 1 en m elkaar snijden -
°, Bereken de hoek tussen 1 en m.
30, uoua31 een parametervoorstelllng en de vergelijking van het vlak

V door 1 en m. :
4°, Bereken de co®rdinaten van de projectie van het punt P(-1,6,0) op V.

Bepaal de vergelijking van het platte vliek, dat evenwijdig is aan de
snijlijn van de vlakken x + 2y + 4 =0 en x -y - 2z - 2 = 0, lood-
recht staat op het vliak x + y + 22 - 3 = 0, en gaat door het punt (1,2,2)

Bepaal de vergelijking van de meetkundlge plaats van de rechten, die de
drie rechten 1, m en n, gegeven door 1: x = 1, ¥y=0;m y =1, z = Og
n: x =0, z =1 snijden.

Bepaal de hoek tussen de vlakken U: 2x + 2y - z = 5 en V, dat gaat door
de twee punten (1,3,-3) en (4,0,0) en evenwijdig is aan de y-as.,

In R3 is gegeven het vlak V: x + 2y+ 2z = 9,

a) Geef een parametervoorstelling van het vlak V.

b) Bepaal de cobrdinateén van het voetpunt van de loodlijn 1 uit O op V
neergelaten.

c) Bepaal de rechten door 0, die liggen in het vlak x = 0 en die met de
onder b) génoemde loodlijn 1 een hoek insluiten, waarvan de sinus
esli’l is san  =V5 7 !

310"

S

In R3 zijn de volgende twee rechten gegeven:

l: x +2y -2z =0, 2% ~'y + Z = 1
X -2y +52 =0, kx - 12y + 5z = p,
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a) Onderzoek voor welke waarde(n) van p de rechten 1 en m
elkaar snijden.

b) Bepaal voor de onder a) bedoelde waarde(n) van p één dér
hoeken, die door 1 en m worden ingesloten.

Bepaal de afstand van het punt P(1,10,1) tot de 1ijn 1:
X =4, z =5,

Gegeven de lijnen 1: x = O, vy +z =1

en m: x = 1, z =0,
Gevraagd de lijn, die 1 en m loodprecht snljdt en de kortste
afstand tussen 1 en m.

Gevraagd de vergelijking van de meetkundige plaats van de

punten, die gelijke afstanden hebben tot het punt F(%p,o)

en de rechte door A(—% ,0) evenwijdig aan de y-as.
Bepaal de hoek tussen de lijn 1 en het vlak V:

s X = (1:2:3) + (1;Ox7)

Vi X +y + 2z = 5,

Gegeven de vlakken

V1 P 2X + 2y -z = 1 en V, bx + 3z = 5,

Gevraagd de vergelijking van het bissectricevlak, dat de po-
sitievey- as (d.i het gedeelte van de y-as vanuit O gezien

in de richting van de eenheldsvector op de y-as) snijdt.
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Inleiding: In $§ 1 en 2 hebben we gezien, dat men door een
systematisch gebruik van de correspondentie tussen meetkundige"
en algebraische begrippen, een meetkundig vraagstuk in een al-
gebrafsch om kan zetten (de methode toegepast in de zgn. Analy&
-tische Meetkunde), Immers een "meetkundige" vector kan in een
twee-resp. driedimensionale ruimte worden gefdentificeerd met
een rijtje van twee resp. drie getallen, en met deze codrdina-
ten twee- en drietallen kan worden gerekend als met de

vectoren zelf, :
De algebrafische theorie der vectoren is evenwel ook om haar

zelfswil van belang, en kan in vele gevallen voordeliger worden
bestudeerd onafhankelijk van de meetkunde, omdat men zich dan

geen noodzakelijke beperkingen behoeft op te leggen in verband ‘
met de aanschouwelijke meetkundige interpretatie. Zo kan men bv.
evengoed complexe getallen beschouwen i.p.v. re&le getallen, en

" ook cobrdinatenviertallen, vijftallen, enz. invoeren i.p.v.

alleen twee-~ en drietnllen,

We zullen nu de beginselen van de algebraische theorie dezer
gegeneraliseerde vectoren geven, hierbij geleid door de analogig -
met meetkundige beschouwingen uit het voorafgaande,

Een geordende verzameling (rij) van n getallen Bgseees 8y

noemen we een (algebraische)n-vector of veelal kortweg, in

gevallen waarbij de "dimensie" n vaststaat of er niet toe doet,
een vector.Een vector duiden we aan d.m,v. een letter met een
pljltje of streepje er boven en schrijven dan bv., a =(a13'~oaan)s
| waarin het rechterlid de rij voorstelt van de n °
getallen a4, ...,arlin de gegeven volgorde,

Deze n getallen heten de kentallen (of ook wel cobdrdinaten of
elementen) van de vector, De vegtor met alle kentallen gelijk
aan O heet de nulvector en wordt voorgesteld door 0, Twee vec-
toren zijn dan en slechts dan gelijk, als leder kental van de
eerste vector gelijk 1s aan het overeenkomstige kental van de

tweede,

De optelling wordt gedefinieerd door: £
‘ta,‘,,.., an)+(b1:'d~s bn)=(a’]+b’|:-'~a’ an+bn)-
De scalaire vermenigvuldiging met een getal » door:

?\(a/"...’ an) =(7\81,...,7\ an).
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Het is gemakkelijk na te gaan, dat voor deze optelling en
vermenigvuldiging de rekenregels (1.1) t/m (1,8) van §7 van
kracht zijn.

Z1j n een zeker vast natuurlijk getal, dan vormt de verzame-
ling van alle algebraische n-vectoren per definitie de n-
dimensionale vectorruimte IL1 (of ook wel genoemd de Cartesische

ruimte R ).

Als we ons beperken tot re&le getallen voor de kentallen van
vectoren, dan is R1 te interpreteren als de getallenrechte,

R, als het gewone vlak, R3 als de gewone ruimte (zie § 1).

Naar analogie met deze Cartesische ruimtenvan dimensie 1, 2 en
3 kunnen we ook in Rn, ns 3, een meetkundige terminologile
invoeren., We doen dit bv, voor n = 4: (0,0,0,0) heet de
oorsprong 0; de vectoren (aq,0,0,0) vormen de x-as (of x4-as) ;
alle (0, 85, 0,0) de y-as (of x,-as); alle (O,O,aS,O) de z-as
(of x3—as); alle (0’0’0’34) de t-as (of x)y-as). :
Alle (aq, ay, 0,0) vormen het (x,y)-vlak; alle (aq,O,aB,O)

het (x,z)-vlak enz.; van het (x,¥)-vlak zijn de vergelijkingen

z =t = 0; van het (x,z)-vlak de vergelljkingen:y = t = 0.

Alle (aq, 855 ag, 0) vormen de (x, ¥, z)-ruimte ("grondruimte“}
Alle (aq, a,, 0,8, ) vormen de (x, ¥ ,t)-ruimte waarvoor dus

z = 03 enz,

De verzameling vectoren X = (aq, 855 835 au) +7{V11V2,V§:V4) _
met A variabel vormt een rechte. De verzameling X= a + AV + Mw+ru
met N, en ¥ variabel, vormt een ruimte., Als we bv. uit dez?
laatste parametervoorstelling de~m,ﬁnen)fe1imineren( door be- f
schouwing van de vier codrdinatenvergeli jkingen) dan krijgen

we de codrdinatenvergelijking van deze ruimte:

ax + by + cz + dt = e, Dit is weer een lineaire vergeli jking.
(In het algemeen kan men zeggen, dat een Rh_1 (ook wel génaamdk
hypervlak) in Rn voorgesteld kan worden door één lineaire ver-
gelijking in de n codrdinaten).

Opg.Bewijs, dat het snijpunt van de rechte door de eindpunten van

a="(1,2, 3, 4) en 5=(0, -1, 2, 2) met de (x,¥ ,Z)-ruimte
(grondruimte) gelijk is aan (-1, -4, 1, 0), .
Opm. De genoemde rechte snijdt noch het (x, & )-vlak, noch het
(x, z)-vlak, noch het (y ,z)-vlak, In Ry zljn een rechte en

een vlak in het algemeen dus kruisend,
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Voor de definitie van de begrippen "lineaire combinatie" en
"lineaire (on)afhankelijkheid" kan worden verwezen naar $1,
blz, 2 en 3; deze definities kunnen met behulp van de op
blz. 41 gegeven rekenregels voor optelling en scalaire ver-
menigvuldiging van vectoren eenvoudig algebrafisch worden ge-
interpreteerd.
Opm., Volgens stelling 1.7 is de existentie van de betrekking

,],a +....+OL a =0

met (« g3 eees )4 0 een nodige en voldoende voorwaarde voor
de lineaire afhankelljkheid van het stelsel vectoren aq,...,an,
deze eigenschap kan dus ook worden gebruikt als definitie

voor lineaire afhenkelijkheid van een stelsél vectoren; per
definitie is een stelsel lineair onafhankelijk,als het niet

lineair afhankelijk is.

OpgiBewi js:
a) (2 1) is een lin.comb. van (1,0) en(0,1).
b) (4,5) is een lin, comb, van (1,2) en (2,1).
c) (0,1) is e2n lin.comb. van (1,1) en (3,2).
d) (2,2) is een lin.comb, van (0,0) en 1,1)
e) (1, ) is een lin, comb,. van (3,6).
) (3, -1, -6) is een lin. comb. van (1,2,3,4) en (2,-1,1,-1)
g) (1, 2, 3, 4) is een lin. comb. ven (1, 0,0,0), (0,0,1,0) en
(0,
h) (0,1 2) is een lin, comb. van (1,2,3) en (1,1,1),

Opm. Inplaats van "lineaire combinatie van" zeggen we ook
"lineair afhankelijk van"

Opg.2 Bewijs:

a) (1,2), (3,9) zijn lin. afhankelijk.

b) (2,1,0), (4,2,3) zijn 1lin. onafhankeli jk.

¢) (1,0,0), (6,7,0), (1,2,3) zijn lin. onafhankelijk.

a) (4,6,2,2), (1,0,0,0), (2,3,1,1) zijn lin. afhankelijk.

e) (1,2,3), (1,3,2), (2,5,6), (1,1,1) zijn lin. afhankelijk.
£) (1,0,2,0), (2,1,0,0), (2,1,1,0), (0,1,2,3,) zijn lin.onafh,

v =(-4,5,10) lineair uit in a =(2,3,%) en b=(5,2,1).
b) bruk v =(6,5,8,6) lineair uit in a =(5,4,-2,1),
b =(1,2,3,0)enc«7,9,-3,-4).
¢) Drul: v =(5.-2,3) lineair uit in a=(1,2,3), b=(2,1,1) en

5:("!,0,1).
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Opg.4 Bepaal X zo, dat de vectoren:

a&=(1,2,4), b =(2,%x ,5) en ¢=(3,% ,X)lineair afhankelijk zijn

Opg.5 Twee vectoren (# O) met dezelfde drager vormen een lineair

afhankelijk stelsel en omgekeerd: als twee vectoren (% 0) een
lineair afhankelijk stelsel vormen, dan hebben ze dezelfde
drager, Bewijs dit. ,

(a4 en &, (# 0) hebben dezelfde drager als aq =:152.)

Aan zekere vectoren uit Rn wordt een speciale naam gegeven:
We noemen (1,0,...,0)= éq, (0,1,0,...,0) = 62,...,(0,...,0,1)=
= e . Deze vectoren 51,..., én’ e,2e,...,ne)

grondvectoren(eenheidsvectoren) van Rn’ zijn lineair onafhan-

genaamd de (1

kelijk (waarom?) en elke vector a = (aq,...,an) is lineair

afhankelijk van deze vectoren: a = aq€q * .uee Foay én‘

De volgende eigenschappen kunnen eenvoudig worden bewezen;
1. Wanneer een aantal van de p vectoren V. ,...,Gp lineair
afhankelijk zijn, dan zijn Vq,",ﬁp lineair afhankelijk.

2. Een stelsel'vectoren, dat de nulvector bevat, 1s altijd
lineair afhankeli jk.

3. Zijn de vectoren V., ..., Vp lineair onafhankelijk, de
vectoren Vq,...,vp,ﬁ lineair afhankelijk, dan is b lineair
afhankelijk van V¥ ,...,Vp.

pzijn lineair onafhankeli jk;
Aqsesesnp alle 40, dan zijn ook 7&1V',...,ﬁpvb lineair
onafhankeli jk.

5, Gegeven: Va,...,vp;ﬁa + O Vé niet lineair afhankelijk van

4, Gegeven : Vq,...,%

V3 33 niet van V, en Vé; ...5 Vpniet lineair afhankelijk
4 +Dan zijn VH, Vé, eees Vp lineair onafhan-

Van V/"clo_’v
keli jk.

1%

Opg.1 Repeteer de opgaven 1 t/m 10 van § 1.

Opg.2 Bewijs, dat de volgende redenering onjulst is:

- - - - €
Uit 1) Vv, lineair afhankelijk van ¥,, V3, en Vy en 2)

Ea, Vs ?@ lineair onafhankelijk, volgt:
EH linealr afhankelijk van ih. Laat dit door een tegenvoor-

... _beeld zien.
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Om te onderzoeken of een stelsel vectoren lineair afhankelljk

1s of niet, maakt men dikwijls gebruik van de volgende eigen-

schappen:

(zie ook opg. 3 en 5 $ 1, blz, 4)

1, 84s..+,8, 2Z1jn 1in, onafhankelijk dan en slechts dam als
84s+e+s8; + 8),...,8),...,8, lin.onafhankelijk zijn.

2. Bqseeesdy zijn lineair onafhankelijk dan en slechts dan,
als 51,...,a %K,...,én lineair onafhankelijk zijn.(e# 0),

Door herhaalde toepassing van de beide stellingen kan het

onderzoek naar 1ineaire(o@afhankelijkheid van een stelsel

vectoren herleid worden tot het onderzoek van een ander

eenvoudiger stelsel., Het systematisch uitvoeren van dit pro-=

cédé heet "schoonvegen",

Het is een eliminatieproces, waar we later op terugkomen, en

dat we hier aan een enkel voorbeeld toelichten:

Zijn a= (-1,1,1), b= (1,2,3), ¢=(5,1,3) lineair afhankeli jk?

Passen we het schoonveegprocédé toe ap deze 3 vectoren, dan

schrijven we de vectoren onder elkaar en vegen de tweede kolom

gevormd door het tweede kental van elke vector, schoon:

a= (-1,1,1) a =(-1,1,1)
b= (1,2,3) i b-2a =(3,0,1)
¢ = (5,1,3) c-a =(6,0,2)

Nu blijkt ¢ - & = 2(5 - 2a), dus 33 - 2b + 6= O: De vectoren
zijn lineair afhankelijk.

Bewijs door middel van "schoonvegen", dat de drie vectoren
a=(1,2,3), b=(2,7,0).c=(1,2,-1) lineair onafhankelijk zijn.

Bewljs, dat de vectoren a=(7,8,0,0), b=(1,2,4,3), c=(1,-2,-4,-3),

d=(0,0,%4,3) lineair afhankelijk zijn.(Deze vier vectoren

Tot nu toe hebben we optelling en scalaire vermenigvuldiging

(met de rekenregels (1.1) t/m (1.8) van §4) beschouwd bij

1. Vectoren in RQ.

2. Vectoren in RE'

3. Rijtjes (aq,...,an) d.z. vectoren in R_.

Er zijn nog andere systemen, waarin dezelfde rekenregels

gelden, bv, ¢

4. Mle veeltermen f(x)= a, + a ;x+ agx? + anX:n van graadsgn,
bv. als n = 4 alle veeltermen van de vorm ao+ a X + a2X2 +
a3x3 + ayx

5. Alle re€le , alle continue of alle differentieerbare
functies f(x), g{x), ... gedefinieerd op een zeker interval,

o
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6. Alle lineaire vormen in een zeker aantal variabelen n,

bv. als n = 5: alle vormen van de gedaante

3%q + 8%y + agXg + o ayxy + agx. (zie ook blz.53 e.v.) -
7. Alle rijtjes (aq,...,an) met n een vast natuurlijk getal,

die voldoen aan ap +tas + ...l F a, = 0. Optelling en

scalaire vermenigvuldiging der rijtjes op de gewone wijze

gedefinieerd, |
Dit geeft aanleiding tot de volgende definities:
overdrachtelijk vectoren genaamd) heet een lineaire ruimte,
als optelling en scalaire vermenigvuldiging er gedefinieerd
z1jn, en voldoen aan de regels (°.1) t/m 1.8) van §1.
Opm, Dit betekent: Van elk tweetal elementen behoort de som
tot de verzameling, terwijl dit eveneens het geval is met
leder element, dat gevormd wordt door vermenigvuldiging van
een willekeurig element van de verzameling met een getal A,
Bovengenoemde voorbeelden onder 1, t/m 7. zijn lineaire
ruimten (bewijs dit).

- - . S o woh G o -

ult de nulvector) heet een eindig-dimensionale vectorruimte
(nier kortweg vectorruimte genoemd) als er een eindig aantal
vectoren is aan te geven, waarvan alle andere vectoren lineair
afhankelijk zijn. Zo'n eindig stelsel vectoren heet een basis
voor de vectorruimte,

Opm. We beperken ons tot vectorruimten met eindige dimensie.
Er zijn leerboeken, waarin men het begrip basis definieert,
uitgaande van een stelsel lineair onafhankelijke vectoren,
waardoor dus elke basis per definitie lineair onafhankelijk
i1s. Volgens onze definitie hoeft een basis niet noodzakelijk
lineair onafhankelijk te zijn (zie opg. 2 onder),

Bewijs, dat Rn een vectorruimte is ,(de grondvectorenéq,...,é

n
vormen een basis.) .

In R3 vormen e,,e, en e3 een basis, doch bv, €4 ,O,e3 s€5 +e3
ook, Bewijs dit. ¢

&

In 51,..., Gk een basis, en is elk van deze k vectoren lineair

afhankelijk van de 1 vectoren ﬁq,...,% dan is ﬁq,..., W

1 1

ook een basis, Bewljs dit.
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Opg.l4t Bepaal 1in R5 een basis voor het hypervlak (zie blz, 42 ):

x4 + 2x2 + 3x, + 4x4 + 5x 0.

3 5 7

St (e PV Gne WS WA M G TS St b e St Wt n g Ve G e e e .S G G SN G W S S S WSS e T S o - -~ —

Is in een vectorruimte 61”"’Bp een basis en zijn
91,...,§q lineair onafhankelijk, dan is Q@ € p terwijl er

een basis is te vinden, bestaande uit 61""’§q en p - q

L]

der basisvectoren 51 t /m Ep

Bewijs: Pz 1 en vast. Volledige inductie naar q. q3 1
(anders niets te bewijzen).

V4 =%, 51 + ...+ mpﬁp(want b,,...b  een basis);
V4 # O (volgens eigenschap 2 blz, 43 ); er is dys minstens
_ - A, o _
één a( bv, 7\,‘)750, dan b, =-.;I\-v,] --:,ffb2 R b, zodat

- - 4 {
Vqs Doseees bp een basis is (vgl.opg.3,blz. h6;uitwisseling van

51 tegen 61).
Stel het bewijs 1s geleverd voor g= g- 1, dus 9 - 1¢ p en

q_q,Eq,...,bp is een basis (b's eventueel opnieuw
-q is dus in deze vectoren uit te drukken, doch

genummerd)., v
niet in 51,...,50_1 wegens de lineaire onafhankelijkheid der

V/‘,ooo;{;

v's, In de zojulst genoemde basis komt dus minstens één vector
b voor, dus q £ p.

v =4 T b B R e 1
Vq_4”4Vq + e fﬂq-4’q_1 +_7ﬁbq .+ oo f ﬁp?p, niet ?11e.m S
zijn O, bv.?\q # 0. Nu is bq qQ’ bq+1""’bp uit te

drukken, Deze vormen dus een basis. Hiermede is het bewijs

1n Viseee,v
geleverd,

Een lineair onafhankelijke basis is een basis Bgsesssb

e At p’
waarbij bq,...,b lineair onafhankelijk zijn.

STELLING 3.2

B ™

Als in een vectorruimte een basis 61""’Ep niet lineair
onafhankelijk 1s, kunnen we er een lineair onafhankeli jke
basis van maken, door een aantal b's weg te laten.

Bewijs: Schrap een b als hij lineair afhankelijk is van de
ovérigen; hetgeen overblijft is nog een basis (vgl. opg. 3 blz.
46 ). Ga door tot er niets meer te schrappen valt. (schrap

steeds één b tegelijk!) |

Gevolg: In elke vectorruimte bestaat minstens één lineair

onafhankelijke basis.




WR-A 48

Is 61""’6p een lineair onafhankelijke basis van een
vectorruimte, dan is elke vector van deze ruimte op één en

slechts één manier te schrijven als een lineaire combinatie
van deze b's,

Bewijs: Is a =»m151 = +mp5p =”Hﬁj + e +/up5p, dan_is

dus ook (mq—,wq)bq + oae. (mp —,wp)bp = 0 en omdat de b's

lineair onafhankelijk zijn dus: ﬁ1=,m%,,,,,mp =/wp'

. on vy - e v

Vormen zowel 51,...,5n
ke basis, dan is n = k,
Bewljs: Volgens de stelling van Steinitz is n ¢ k, doch ook

k ¢ nendus n = k,

als 51""’Bk een lineair onafhankelij-

Het aantal vectoren van een lineair onafhankelijke basis van
een vectorruimte hangt dus niet af van de keuze van de basis.
Dit aantal heet de dimensie van de vectorruimte. Deze dimensie
geeft dus aan het maximale aantal vectoren van de vectorruimte
dat linealir onafhankelijk is,

Een n-dimensionale vectorruimte duiden we aan met Rn. Kies

in een Rn een lineair onafhankeli jke basis, bestaande uit de

n basisvectoren 51,...,5 . Elke vector a is een lineaire

combinatie van 51,...,enn: a = a,]é1 + o.. F anén'
De getallen 8qs+-+8, 2Z1jn (t.o.v. de beschouwde basis) de
kertallen(of cobrdinaten)van a; de vectoren aqéq,...,anén
heten de componenten van a. We kunnen dus met betrekking

tot deze basis schrijven: a =(a1,...,an)551 =(1,0,.;;,OL...,
e, =(0,...,0,1).

Conclusie: de beschouwde n-dimensionale vectorruimte is dus
in wezen volkomen identiek met de eertijds (op blz. 42 )
gedefinieerde ruimte Rn. (we hebben dan ook geen onderscheid

in de naamsaanduiding gemaakt).

—— "ty O - — Tt —n

Zijn in Rn de vectoren 91,...,9 linealr onafhankelijk, dan

n
vormen ze een (1l.o0,)basis.

Bewijs: Ga uit van een (1.0.)basis €45...,6, en wissel uit,
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Elk (n + 1)-tal vectoren 51""’6n+1 in R 1is lineair
afhankelijk. (Volgens eig.l blz. 44 ) geldt deze stelling
dan voor elk aantal vectoren p = n; zie ook stelling 1.4
blz. 3).
Bewijs: volgens de stelling van Steinitz zou lineaire afhan-
kelijkheid voeren tot n + 1 ¢ n.
Beschouwen we ip R, de k vectoren 61,...,§k s, dan kunnen zich
dus de volgende gevallen voordoen:
1. k > n: stelsel 1lin.,afh. volgens stelling 3.6.

Het kan een basis zijn, doch dit hoeft niet.

2. k =nen de v's lin.onafh.: stelsel een lin.onafh.basis
volgens stelling 3.5.

3. k= n en de v's lin.afh.: stelsel geen basis op grond

d. k < n: stelsel geen basis van stelﬁng

3-2 en 304 . *

Een (niet uitsluitend uit O bestaande) lineaire ruimte

- 1s dan en slechts dan een vectorruimte, als er een getal m

bestaat, zd dat elk m-tal vectoren lineair afhankelijk is.

Bewijs:

1. "dan" (voldoende voorwaarde): Laat elk m-tal vectoren
lineair afhankelijk zijn. Stel, dat er geen basis bestaat,
dan is er bij elk aantal vectoren een nieuwe vector te
vinden, die van de vorigen niet lineair afhankelijk is.

Op deze wijze echter kunnen we (volgens eig. 5 blz., 44 )
m lineair onafhankelijke vectoren vinden,

2. "slechts dan" (noodzakelijke voorwaarde): Laat de ruimte
een vectorruimte zijn van dimensie n; kies nu m=n + 1
en pas stelling 3.6 toe.

Bewijs, dat de verzamelingen in voorbeelden 4., 6. en 7. van

blz.45 enl6 resp. kunnen worden opgevat als een R s

n+1

Rn en een Rn~1' Geef van elk dezer ruimten een basis aan.

Bewijs, dat de ruimten uit voorbeeld 5. wel lineaire ruimten
. . 2

zijn, doch geen vectorruimten (aanwijzing: ToXs X seees evees

lineair onafhankelijk).
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Gegeven in R3 de 4 vectoren vq, 52, vy en 94; v, en 52 lineair
onafhankeli jk, evenzo v3 en V4 Bewijs, dat er een vector w # 0
moet bestaan, die lineair afhangt van v,l en v2, en evenzo tege-
1ijk van v3 en v4

In Rn ziJn n + k vectoren gegeven. Dan zijn er hieronder k
te vinden, waarvan elke lineair afhangt van de n overige.
Bewijs dit (zle bewijs van stelling 3.2).

Deelruimten (Een (nlet ultsluitend uit de nulvector bestaande)

deelverzamellng van R .met de eigenschap, dat tegelijk met v en
w ook steeds Vv + W en'\V (voor iedere A ) tot de deelverzameling
behoort, heet een lineaire deelrulmte van R (dlleJls eenvoudig

"deelruimte" genoemd) .

Opg. Bewljs, dat deze deelruimte weer een vectorruimte is.

(we kunnen dus spreken van "dimensie" vap de deelruimte),

1. Een rechte of plat vlak door O in een R Ts een (1, resp.
2-dimensionale)deelruimte van RB’ (een R. resp.132).
Een rechte of plat vlak in RB’ niet door O gaande, vormt
volgens bovenstaande definitie geen deelruimte van R3

2. Voorbeeld 7. blz, 46 is een deelruimte Ry_q van R
(elke lineaire deelruimte R h-q van R vormt een door 0

gaand hypervlak in R, (zie blz, 42)),

- T s . -

Is Rk een k-dimensionale deelruimte van Rn’ dan 1is k ¢ nj;

als k = n, vult Rk de mehele Rn op.
Bewijs: Een basis voor Rn is ook een basis voor Rk’ dus

uitgesloten is k » n, zodat k ¢ n, Alleen als k = n, liggen in
Rk n lineair onafhankeli jke vectoren, die dan ook een basis voor
R vormen, Alle vectoren van R liggen dus ook in Rk en omgekeerd,
zodat Rk en R dan identiek zijn. (we hebben dan niet met een
eigenlijke deelrulmte te maken),

IS Rk een deelruimte van Rn’ dan heeft Rn een basis'
v,l,...,vk , 7“+4""’§n’ zd, dat '61”‘°’§k een basis voor
k vormt,

Bewijs: Kies een basis G1"‘°’Vk voor Rk Deze basis is lineair
onafhankelijk. Neem nu een basis b,‘,...,bn voor R en pas de
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stelling van Steinitz toe voor uitwisseling,

Zijn 51,...,5 p(desnoods lineair afhankelijke)vectoren in R

p
dan vormt de verzameling van al hun lineaire combinaties een
deelruimte. We spreken dan van de door V,,,...,Vn bepaalde

deelruimte of van de door V,,...,V_ opgespannen deelruimte.
M [

o o 7ttt o

De in Rn door de vectoren 51,...,§p opgespannen deelruimte
heeft een lineair onafhankelijke basis, bestaande uit een aan-
tal van deze v's. De dimensie van deze deelruimte (die ook
vectorruimte is) 1s gelijk asn het maximale aantal vectoren van
51,...,§p, dat een lineair onafhankelijk stelsel vormt.

(Als 51""’§p lineair onafhankelijk zijn, dan is de dimensie
van de opgespannen deelruimte juilst gelijk aan p).

Bewijs: 61""’§p vormen een basis voor de deelruimte. Pas dan
Stelling 3.2 toe., Het overige deel van de stelling volgt hier-
uit, dat er niet meer onafhankelijke v's kunnen bestaan dan de
dimensie bedraagt.,

Vb. In R3 is de verzameling vectoren x=2 U een deelruimte van

dimensiel; de verzameling X = AV +u - een deelruimte van di-
mensie 2 ( § 1; U,V en w vaste vectoren,n en a variabele
getaller (parameters)),

Opg.Bewijs, dat de vectoren a = (3,2,3,5), B=(2,-1,4,7), ¢ =(5,8,1,1)

en d =(6,11,0,-1) in een deelruimte van Ry liggen van dimensie
2.

Twee stelsels vectoren heten equivalent, als zij dezelfde deel-

ruimte opspannen. De volgende twee stellingen laten zich een-
voudig bewijzen (vgl. de beide eigenschappen ., en 2, blz, 45);

[ pempuarania et/

Als in Rn §k een willekeurige vector uilt gegeven vectoren

. . ¢ .
Vqs---’v is, dan is voor 3*0 de deelruimte bepaald door

b
vq,a..,Vk,...,Vp, identiek met de deelruimte bepaald door

vq,...,ﬂvk,...,v (de twee stelsels vectoren zijn equlvalent)

Als in R de vectoren §k en Gl twee willekeurige vectoren

zijn uit de gegeven vectoren 51,...,§p,dan 1s de deelruimte
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bepaald door Vq,...,Vk ...,Vl,...,Vp identiek met de deelrulmte

bepaald door Vq,...,Vk + Vl,,..,vl,...,v sen dus wegens de

&
vorige stelling ook identiek met de deelruimte bepaald door

51,...,§k +7\§l”°"§l"”"§ (de genocemde stelsels vectoren

pﬂ
zijn equivalent),

Men maakt van deze bcide stellingen dikwijls een systematisch
gebruik bij de bepaling van de dimensie vaﬂ$gen lineair on-
afhankelijke basis voor een lineaire deelruimte, als deze
deelruimte is vastgelegd doormiddel van een stelsel vectoren,
dat men wenst te transformeren in een eenvoudiger equivalent
]

stelsel vectoren (een
en blz, 55),

schoonveeg" proces, zie Vb, blz. 45, 53

Bewijs, dat het stelsel %a,b c dz met a,b,c en d de vectoren
uit 7o onmave on m1eo 2quivalent is met het Stelsel{a -3¢,
b - 4¢, ¢, d ten ook equivalcnt met het stelsel {c, }.

We schrijven de equivalentie wel als volgt:'

{a.5,8.a}~ {5,-38, B-4e, ¢,a}~ {5.a}

U is de deelruimte, die opgespannen wordt door de vectoren
a=(1,2,3), b= (1,-1,2) en o= (2,7.7).

1. Bepaal de dimensie van U,

2. Stel een lineair onafhankelijke basis voor U op.

3. Druk elk der vectoren 2, b en ¢ uit in deze basis.

Gegeven zijn de vectoren:
5=(23011§1)3 5:<3J"110ﬂ2)3 f =(’1J1’133) en E=(1;3:5:15)-

1. Bewljs, dat », b en ¢ lincair onafhankelijk zijn.
2, Druk 4 u’t in a, b en ¢.
3. Schrijf alle vectoren op van de deelruimte, opgespannen

door a, b en ¢,
4. Geef een voorbeeld van een vector in Ry, die niet in de
onder 3. geno=mde deelruimte ligt.

Gegeven zijn de vectoren .
a ﬁ(1,0,2,0), b =(2;19030):5 =(2:4:1:O): 5=(O,1,2,3),
“. Beuijs, dat a, b, ¢ en d een linealr onafhankelijke basis

voor R4 vormen,
2. Druk v =(6,3,2.0) vit *n deze basis,
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3. Vorm een lineair onafhankeli jke basis voor RM’ bestaande uit
v en drie der vectoren a, b, ¢ en 4.

Lineaire vormen

G B R . b o

Beschouwen we bv. alle linealre vormen in n variabelen
XqsXps 005X, dan vormen deze een vectorruimte, want als
L = agxXy t ...+ a X, en M = quq + ... + ann er toe behoren,
dan zijn L + M= (a; + bylx, + ... + (an + b )x, en AL =
na ¥y + ... +ikanxn weer lineaire vormen in de n variabelen
en behoren dus eveneens tot de verzameling (vgl. ook Vb.6 ,
blz, 46), Een lineair onafhankelijke basis wordt gevormd
door de vormen Xﬂ’x2""’xn‘ De gebruikelijke rekenregels
gelden voor deze lineaire vormen. De theorie der vectorruimten,
bv. datgene wat in verband staat met lineaire afhankeli jkheid,
kan hler zonder meer worden toegepast. Zo is bv. direct te zlen,
dat de lineaire vormen ' !
L1 Z 3x + by - z
L2 X + 5y + 2z
L3 2 -y - 3z
afhankelijk zijn, aangezien Iﬂ - L2 - L3 = O.

i

W

De geldigheid van de volgende stelling stelt ons in staat
tot"schoonvegen",
STELLING 3. 73

Lys Lg, L3 lineair onafh, &= L1 + LE’ L2, L3«1in.onafh.
als «#0:

Lq, L2, L3 lineair onafh, ¢ “lﬂ’ LE’ L3 lineair onafh,

Vb.De volgende twee stelsels lineaire vormen zijn volgens deze

stelling Of beide afhankelijk, Of beide onafhankelijk, We zien
gemakkelijk in, dat het tweede stelsel lineair afhankell jk is,
dus het eerste stelsel is dat ool :

Lq = =X +y +z qu -X +y +z
L2 = X +2y + 3z en L2—2qu 3x +z
L3 = 5X + y + 3z L3— qu 6x +2z . .

We zoeken een eenvoudiger stelsel lineaire vormen, dat met
L,],LE,L3 equivalent is. Daartoe behoeven we slechts de
coéffici®nten der lineaire vormen in een schema te plaatsen

en schoon te vegen:
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-1 1 1 -1 1 1 -1 4 1) (-4 1 o)
T 23 ™~ 3 0 1~ 3 0 1]/~7\3 0 1 )
5 1 3 6 0 2/ x o+ y

Het resultaat is dus het stelsel lineaire vormen{3X +

Het onderzoek komt eigenlijk neer op het zoeken van eeneenvou-

.

dige lineair onafhankelijke basis voor de deelruimte, opge-

spannen door Lq, L, en L3.

2

Opg.Geef een eenvoudig stelsel lineaire vormen equivalent met:

il

a) L,
b) L,

x +2y + 3z, L2 = 2x + Ty, L3 =X+ 2y - z .,

{ll

Speciale deelruimten, de begrippen doorsnede en vereniging.

el el R R R R S uspia i aiyuiny. AN i el S Joiiiard T R e e e e e e e i i o o —

Laat U en V twee lineaire deelruimten van Rn zijn,

We kunnen nu twee nieuwe ruimten aangeven:

1. De doorsnede D van U en V (notatie D = UnV), bestaande
uit alle vectoren, die zowel tot U als tot V behoren (D isg
weer een lineaire deelvectorruimte van Rn).

2. De vereniging S van U en V (ook wel genoemd de door U en

V opgespannen ruimte S, notatie S = UuV), bestaande uit

alle vectoren, die te schrijven zijn als U + Vv, waarin 4

tot U en v tot V behoort, (S is de kleinste lineaire
deelvectorruimte van Rn’ die zowel U als V bevat).

De volgende belangrijke betrekking bestaat tussen de dimensies:

Z2ijn U en V twee lineaire deelruimten van Rn en D resp. S
de doorsnede resp. de vereniging van U en V, dan geldt
dim U + dim V = dim D -~ dim S,
Bewijs: Kies cen lineair onafhankelijke basis 51,...,ak voor D,
Vul die enerzijds aan (stelling 3.9) tot een lineair onafhanke-
11 jke basis voor U: .
aq;o-.sak, ﬁk + q2e-+5U7; anderzijds tot een linealr onafhanke-
1ijke basis voor V: ¢
SPPL S
Daar elke vector uit S van de vorm U + V is, is aq,...,dk,

— - m— 4 - o :
uk + ,],...,ul,vk n 1"'“’Vm een basis voor S, Deze basis is

lineair onafhankciik.

2x, + Xy + 3X3 +xy, Lom x4+ 2x, - X3 L352x1—4x2+9x3+gx4.
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Onderstel nl. het volgende verband tussen de vectoren d, U en Vi

Tpdg* e AT AR T Ll =

Pt Vieert e AR

De vector gevormd door het rechterlid

is een vector van V, doéh 1s ook wegens het linkerlid afhanke-

lijk van de basis van U, en behoort dus tot U en V, en dus tot

D, Dit betekent, dat deze vector afhankelijk is van de d's

alleen, zodata,,4 = ... =", = 0, (Stelling 3.3). _

Maar dan geldt: J d + ... +ddy =0 ¥ 4 + ... TV

hetgeen voert tot alle &'s en ook alle A's 0, omdat de

vectoren d met de vectoren v teZamen een lineair onafhankeli jk

stelsel vormen.

In het gegeven verband tussen de vectoren d, 4 en ¥ zijn alle

coéfficiéntend,a enu dus noodzakelijk O, zodat deze vectoren

een lineair onafhankelijk stelsel vormen. De genoemde basis

voor S 1s dus lineair onafhankelijk, zodat dim S = k + (1 - k)

+(m-%) =m+ 1 - k.

Verder was dim U = 1, dim V = m, dim D = k, waarult de betrek-

king tussen de dimensies direct volgt.

Opm. Het kan zijn, dat D slechts uit de nulvector bestaat.

De stelling blijft dan doorgaan als we dan aan D de dimensie

O toekennen.

Gegeven zijn in R4 de vectoren:

a=(2,1,-3,-1), b = (3,2,-1,2), & =(1,2,3,1) en d=(2,2,-2,p),

alsmede de twee deelvectorruimten U en V, opgespannen door de

vectoren a en b, resp, ¢ en d, resp. dus voor te stellen door:
U:x = e+ Asb o Vorx = pyC +,uéa.

Gevraagd wordt voor verschillende waarden van p de doorsnede

UNV en de vereniging UUYV te bepalen, alsmede van beide

ruimten de dimensie en een lineair onafhankeli jke basis.

Oplossing: Een basis (mogelijk lin,afhankelijk) voor UVYV
wordt gevormd door de vectoren: a, B, ¢ en d. De dimensie en
een lineaire onafhankelijke basis voor UUV kan ult het

kentallenschema der vectoren a, B, & en d door herleiding
¢

(schoonvegen) eenvoudig als volgt worden afgeleid:
2" 1 -3 -1 2 1 -3 -1 o 1 7 7
3 2 -1 2 -1 0 5 i1 0 5 4
12 31 /13 09 3 /%0 o069 |
22 2 p/ L2 0 4 pr2f \o 0 -6 p-6
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Voor p ¢ -3 vormt dus UuV de gehele Ru,de dimensie is dan dus 4.\\

Een lineair onafhankelijke basis wordt bv.
vectoren a, b
van UuV gelijk aan 3.
onafhankelijke basis bv,. gevormd door de vectoren:

gevormd door de
, C en d met p % ~-33 voor p = -3 is de dimensie
In dit laatste geval wordt een lineair

(031:7,7): (“11015:4:) en (O:O:'6:‘9) (Of (03012)3))'

Om UnvV

waarvan de kentallen voldoen aan:

Eliminatie van A4 €en

X, =2 g+ 3m2 =py + 2“2
I
MLQM +2?-.22 =M1HW2

te bepalen zoeken we naar alle vectoren x=(

moeten voldoen, nameltijk (na enig gereken):

27
21

Mg+ (18-plu, = 0
Mg+ (12-3p)p, = 0,

X13X29X3:x4)

o geeft 2 vergelijkingen waaraan{uq en A,

Is p#%-3, dan voldoet alleen;q=#2= O; de doorsnede UnV bestaat
dan alleen uit de nulvector (volgt ook uit stelling 3.4,

(zie ook opm. blz. 55),

aangezien voor p # -3: U u V een

Ry vormt).Voor p = -3 is py tMy = 0, De doorsnede UnV bestaat

dan dus uit de vectoren x = M (=1,0,5,4): dim, 1, basis (-1,0,5,4).
Zoals boven gezien is voor P = -3 de vereniging van U en V

3-dimensionaal, Ook in dit geval dus overeenstemming met

stelling 3.1 (2 + 2 = 1 + 3),

De deelruimte U wordt opgespannen door:
a =(0,2,3,-1), b =(0,2,7,-2) en c=(0,-2,1,0),
De deelruimte V wordt opgespannen door:
p =(1,2,0,1) en g =(2,2,1,2),
Bepaal de dimensie van en een lineair onafhankelijke basis

voor de doorsnede UnV,

Wat vormen de volgende vectoren:

=7(1,2,3,4) +(2,-1,0,2) + v(h,-3,-1,-1)

A(1,2,3,4) +4(2,-1,0,2) + »(-1,8,9,8)
(1,7,0,2) + 2(2,5,1,%3) + u(4,7,5,17) + »(-1,2,-5,7)

HEBEE X

1.
2.
3.

met

&

4
A,/ en vveranderlijk in Rq? V2

4

“—

e blz, 42),

¢
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Opg.3 In R4 wordt de deelruimte U opgepannen door de vectoren

a =(0,1,2,3) en b =(2,-1,0,-3);

de deelruimte V door p =(1,-1,-1,5), a=(0,1,2,-5) en

r =(4,-1,2,5),

1. Stel een lineair onafhankelijke basis op voor U en V.

2. Doe dit tevens voor de vereniging UuV en de doorsnede

Unv,

§ 4. Linealre vector-transformaties (I)

Def.: Een stelsel betrekkingen van de vorm

(v = .
Y1 = 89X F agoXs + oane +oay X
y2 = ae,lx,l -+ 8.22}(2 + cee + aann

(4.1Y -

+ .|l+
Vm a__x

mn n

i

1% + am2x2

(Y

heet een homogene lineaire (m,n)—transformatie. (I.p.v.,

"transformatie" spreekt men vaak van "afbeelding"; het
woord "homogene" wordt dikwijls weggelaten; men spreekt
dan van lineaire (vector)transformaties).

Verkorte schrijfwijze van (4.1):
n

¥
(4,2) Yy ='é;ﬁ a1 %) (L =1, ..., m).

(4.1) voegt aan ledere n-vector x = (xq, «ses X_) een mevector

)
n
(y1, “so ym) als beeldvector toe. Deze transformatie is vol-
ledig bepaald door de m n getallen 8145 8qos eees 8 of, in-
dien we deze getallen rangschikken in een schema van m rijen

en n kolommen door de matrix

811 B vo+ By




Deze matrix met m rijen en n kolommen heet een (m, n)-matrix;
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de getallen 8gqs sees amnzﬁh elementen van de matrix.

Opm.: Aan (4.,1) kan ook een andere interpretatie worden gegeven;

(%.3)

Zoals

Laat in een Rm de n vectoren
51 = (311: 321: s e ey amq)

ay = (312’ 8555 +ens ame)

a, = (a1n’ Bops wees B )

benevens de vector

y = (yqa 20 e ym)
gegeven zijn, en laat y een lineaire combinatie van 51,
eeos én zijn, dan zijn er n getallen Xqs «ees X_ te

n
vinden, zodanig, dat

y = x151 + x2§2 + e, + xnén .

Deze vergelijking, uitgeschreven in de kentallen, is
identiek met het stelsel lineaire vergelijkingen (4.1),
Zijn omgekeerd de vectoren éq, cees én gegeven, dan kan
men zich afvragen of de vector vy een lineaire combinatie
van deze vectoren is. Men vraagt dan dus of er getallen
Xqs +s+.s X, bestaan, zodanig, dat aan (4.1) voldaan is,
m.a,w, of die m vergelijkingen met n onbekenden Xgs wess

Xys dle in (4.1) staan opgesomd, &én of meer oplossingen

n’
toelaten, Een oplossing kan men opvatten als een oplos-
singsvector x = (xq, eo s xn) in een Rn' De theorie der

lineaire vergelijkingen volgt later.

gezien, is de homogene lineaire (m,n), -transformatie (.1

volkomen bepaald door de matrix A, Ook omgekeerd geldt:

&
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Stelling 4.1: Hebben twee homogene lineaire (m,n)-transformaties
de eigenschap, dat iedere vector x bij beide de-

zelfde beeldvector y oplevert, dan hebben zij de-
zelfde matrix (m.a.w. de matrix is door de trans-
formatie bepaald),

Voor het bewijs van deze stelling is het voldoende om de beeld-
vectoren van de n grondvectoren in R te beschouwen., Deze 1aatste
geven getransformeerd n vesi<r.nvan 1eder m kentallen, Deze mw n
getallen, geplaatst in een schema van m rijen en n kolommen
vormen julst de matrix, die bij de transformatie behoort, Omdat
de beeldvectoren bepaagld zijn, is dit met de matrix eveneens

het geval,

De transformatie (4.1)kunnen we naast (k.2) ook met behulp van
matrix- vectornotatle verkort als volgt weergeven (zie ook§ 5):

(b.4) § = naz .

Wegens stelling 4.1 spreken we naast de matrix A ook van de
linealre transformatie (of afbeelding) A.

Opmerkings In (4.4) is X een n-vector en y een m-vector, Deze

dimensies worden zonder meer bepaald door de afme-
tingen van A, Overal daar waar geen misverstand kan
optreden omtrent de dimensie van vectoren uit ver-
schillende ruimten, zoals bijv. in (%.4%), zullen we
van een onderscheid in notatie van deze vectoren, in
het algemeen afzien,

Gemakkelijk is in te zien, dat de volgende eligenschappen gelden;

1l

(I)  A(B + Q) = 25 + A3

(II) A(ex)

It

cA(x), ¢ = scalar,

Deze eigenschappen (I) en (II) karakteriseren een homogene
lineaire transformatie volkomens blijkens: g

Stelling 4.2: Een transformatie T, die iedere n-vector in een

m-vector overvoert en de eigenschappen (I) en (1II)

.
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heeft (dus steeds T(p + @) = Tp + TJ en T(ex) =
¢T(Xx)), is een homogene lineaire transformatie.

Bewijs: Stel de basisvectoren 51, «++s € worden orergevoerd in .

resp. a1 = (ag9s g, iy ayy), 8y = (312’_a22’ teesmn)s
LR BRI ) a‘. = (a/ln) a2n3 e 09 amn). Een VeCtOI’ X =

(Xq, Xé, s e ey xn) = x,]é1 + x2§2 + .., Xnén wordt dan

overgevoerd in:

-

vy = Tx = T(x1e1 t xpe, F ...+ xnen)

il

x,l’f‘e,l + XgTe2 + ... + %nTen =

X1a1 + x2a2 + ... + xnan,
dus de vergelijking (4.3), die identiek is met het
stelsel (4.1), dat per definitie een homogene lineaire

transformatie voorstelt,

We kunnen dus ook een lineaire transformatie (afbeelding) ken-
schetsen als een transformatie (afbeelding) met de eigenschappen
(I) en (II). '
Een ander eenvoudig te bewijzen gevolg van de eigenschappen

(I) en (II) is:

Stelling 4,3: Een homogene lineaire ~ansformatie laat alle

betrekkingern van lineaire afhankell jkheid tussen
vectoren bestaan.

Opmerking: Deze stelling is niet algemeen geldig als men in

deze stelling "afhankelijk" door "onafhankeli jk"
vervangt, bijv, als y = AX met A = (2 gj),
Toepassing van A op de 1lin. onafh, basisvectoren
(1,0) en 0,1) geeft de afhankelijke beeldvectoren:
(1,2) en 2,4), Later zullen we zien, dat bij bijzon-
der soort matrices, nl. de niet-singuliere matrices,
linealr onafhankelijke vectoren in lineair onéfhan—

kelljke beelvectoren worden overgevoerd (zie
stelling 5.3),

e
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Is naast de homogene lineaire (m, n)~transformatie A een trans-
formatie B van hetzelfde type gegeven, dan geldt als

V4= AX en §2 = Bx : 51 + 52 = Ax + Bx,

Stellen we §1 + §2 = CX, dan geldt in verband met stelling 4.1
dus

(3.5) ey = @y + oy (=1, ..., m3 k=1, ..., n),
waarbij Chk het element uit de h® rij en k€ kolom is van de
matrix C, behorende bij de transformatie C, die X in §1+§2

overvoert,

Def.: De transformatie C heet de somtransformatie van & en B,

Elk element Cye Van de matrix C wordt volgens (4.5) berekend
door de som te nemen van de overeenkomstige elementen 8y €0

b van de matrices A en B, We schrijven C = A + B.

hk
Naast het begrip "somtransformatie" defini&ren we ook het

begrip "producttransformatie"”. Beschouw hiertoe de transformatie
(4.,1) en daarnaast nog een (p, m)-transformatie, die de m-vector

y in de p-vector z overvoert,

We stellen de (m, n)-transformatie, die X in y overvoert,voor door
(4,2), resp. (4.4): :

n
Y1 < k=1 agx, (L=, ..., m), ¥ = Ax,

De (p, m)-transformatie, die y in z overvoert, wordt voorgesteld
door:

m
Zy = é‘ b,¥; (b=1, ..., p), = By,

Dan kunnen we z in x uitdrukken door substitutie:

m m n
Z, = Z; by, = Z; b, . ,Z: a., X ) =
h g hivi = hi K=" ik™k
m n n m ( )
> [ 2h b a.x>=Z: (f;b.a>x h=1, ..., P)»
= 24 hi“ik"k =1 \ 121 hi™ik k ? ?

o/
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n - - 2
Stellen we Zy, = gZﬁ Cop¥i » 2 = Cx, dan geldt in verband met
stelling 4.1:

il

(4:6) oy = B bppaye (0= 1, e ps k= ),
i=

Def.: De transformatie C heet de producttransformatie van B en A

(let 3Bk¥olgorde: eerst A en dan B toepassen op het object).
de : :

Elk element Cri Van de Matrix C wordt volgens (4.6) berekend

door ieder element uit de h° rij van de matrix B te vermenig-

vuldigen met het overeenkomstige element uit de k° kolom van

de matrix A en de zo verkregen producten op te tellen, (Men

drukt 4dit kort uit door te zeggen, dat Chk het inwendig

product (of scalair product) is van de h-de rij van B en de

k-de kolom van A& (zie Rlz, 23,70 )).

We schrijven C = BA,

Def.: Zij A een homogene lineaire transformatie van R in R!',
Het beeld (of beeldruimte) van de transformatie (of:
het beeld van R bij A) is de verzameling van alle vectoren,

die op tenminste €én manier als A(V) kunnen worden geschre-
ven, waarbij v tot R behoort° (Een dergelijke verzameling
kan men voorstellen door{ &(7)! 7€R], € betekent hier
"behoort tot").

De kern (of nulruimte) van de transformatie is de verza-
meling van alle V€ R met A(v) = 0§ (dus de verzameling
{5!56Ren!ﬂ§)=53).

Zonder bewlijs zilJj hier nog de volgende stelling gegeven:

Stelling 4.4: Bij een lineaire transformatie (afbeelding) van

R in R' zijn beeld en kern lineaire deelruimten
van R', resp. R, en de som van hun dimensies is

de dimensie van R,
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Opgaven,

1) Gegeven is in 32 de homogene lineaire transformatie x'= AX,
waarbij A(1,0) = (2,1) en A(0,1) = (-1,3).
Gevraagd: A(2,0), A(1,1) en A(1,-2).

2) Van een homogene lineaire transformatie A in R3 is gegeven,
dat de basisvectoren éq, 52 en 53 overgevoerd worden in resp,:

Aé‘1 = (2,1,3), A 52 = (-1,2,1) en A é3 = (~1,0,2),

1) Bepaal de matrix A.

2) Bepaal de beeldvector van (1,1,1),

3) Welke vector heeft als beeld (0,3,6)?

4) Bepaal het beeld van de lijn gegeven in de parametervorm:
X = (1,0,0) +27(0,0,1),

3) Naast de transformatie A uit opgave 2) beschouwen we de
homogene lineaire transformatie B, waarvan gegeven is:
B(2,1,3) = (6,4,3), B(-1,2,1) = (2,3,1), B(-1,0,2)= (1,2,2).

1) Bepaal de matrices B, BA en AB,
2) Had BA ook zonder transformatievermenigvuldiging (vgl.
(4.6)) direct opgeschreven kunnen worden?

4) In R3 met éq, 52 en 53 basisvectoren, voert een homogene
lineaire transformatie deze vectoren over 1in resp, (1,2,-2)9
(2,1,2) en (2,-2,-1),

Toon aan, dat elke vector in R3 na transformatie 3 maal zo
lang wordt, (éq, 52, 53, zijn cartesische basisyectoreng)

5) Van een homogene lineaire transformatie in R3 is gegeven, dat
(1,1,O)~4§ (1,0,2)
(23091) -—% (3:152)
(1,-1,1) = (2,1,0).
Waarom 1s de transformatie door deze gegevens niet bepaald?

6) Gegeven is in R3 een homogene lineaire transformatie, waarbij
de basisvectoren 51, 62 en 53 resp, overgaan in (1,2,4),
(—1,3,-5) en (5,0,22). B :

e
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Bepaal:

1) Een lineair onafhankelijke basis voor de beeldruimte.

2) De dimensie van de beeldruimte.

3) Een lineair onafhankelijke basis voor de nulruimte,

4) De dimensie van de nulruimte,

5) De betrekking, die bestaat tussen de dimensies van de
nulruimte en de beeldruimte,.

Door de homogene lineaire transformatie met matrix
2 8 5
A= 1 3 2
1 1 1

wordt R3 afgebeeld op een deelruimte van R3°

Geef van deze beeldruimte:

1) Een lineair onafhankelijke basis,

2) De dimensie,

3) De vergelijking, waaraan de kentallen van de vectoren
moeten voldoen,
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§5~Matrices.

Zoals gezien 1in §4 verstaan wij onder een matrix A een recht-
hoekig blok van mn getallen 8445 Bgns sess amné

#1982 err Bap

8o9 8pp e fop

Een dergelijke matrix heeft m rijvectoren of rijen en n kolom-
vectoren of kolommen, en wordt een (m,n)-matrix genoemd, De
rijen worden van boven naar beneden, de kolommen van links naar
rechts geteld als men de A rij (i=1,...,m) of x® kolom
(k=1,...,n) beschouwt. De afmeting m heet de kolomlengte,

n de rijlengte van A, Als m = n heet de matrix vierkant van

de orde n; we spreken dan van een n-matrix, Een(m,n)-matrix

heet van de orde m bij n,
De getallen 2y 4 (1=1,...,m; j=1,...,n) noemt men de elementen

van A, Men schrijft kortweg A = (aij)e

Een (n,1)- resp. (1,n)-matrix (dus een matrix bestaande uit 1
kolom, resp. 1 rij) is te identificeren met een n-vector, en
wordt genoemd een kolomvector (of kolom), resp. rijvector (of rij).

Een nulmatrix is een matrix, waarvan de elementen alle gelijk
zijn aan nul. Deze matrix kan zowel vierkant als rechthoekig

zijn. Is het een (m,n)-matrix, dan stellen we deze nulmatrix

wel voor door Om,n (veelal worden de indices m en n ook wegge-
laten; de O wordt dan zowel gebruikt voor het getal 0 als voor

de nulmatrix O; dit geeft i.h.a. geen aanleiding tot misverstand),

Twee matrices A = (aij) en B = (bij) heten gelijk als ze de-
zelfde kolom- en rijlengten hebben, en corresponderende ele-
mentin gelijk zijn, dus A = Be—eaij = bij voor alle in aan-
merking komende waarden voor i en j.




De theorie der lineaire transformaties gegeven in,§4, geeft

aanleiding tot de volgende definities van basisoperaties op
vectoren en matrices: (zie ook de voorbeelden op blz. 67 en 68)

1) Som: Als A = (aij)’ B = (bij)’ 1=1,...,m5 J
dan is de (m,n)-matrix C = (Cij) met c

'1:---;m3

A en B: C

2) Products: Als A

van B),

3) Product

Cy s =
LJ

per definitie het product van A en B

Opm,: Uit de definitie van het
volgt, dat dit product alleen dan gedefinieerd is,
als het aantal kolommen van A gelijk is aan het aan-
tal rijen van B (dus rijlengte van A = kolomlengte

van een matrix met een getal:

4) Product

Als A = (aij) en g een getal (scalar), dan wordt
Ag = C
(vgl. (II) blz. 59).

Opm,: Hebben A en B dezelfde afmetingen, dan wordt
A - gB gedefinieerd foor A - gB = A + (-g)B, Het
rechterlid is dan gedefinieerd door achtereervolgens
de definities onder 3) en 1) toe te passen.

van een matrix en een vector:

Als A = (a‘,l
(X1’X2""’Xn)’ dan wordt y

A en B moeten dan noodzakelijk beide vierkant zijn en van
dezelfde orde.

WR-A 66

- /]:onosns

J=1,..esn per definitie de som van
A+ B (vgl. (4.5)).
J, 1 =1,i005m; J=1,40.,n €n B =
ceusny 3 =1,..4,p, dan is de (m,p)-
(Cij) met

= 1,000,M3 J = T,.00,5P

AB (vel. (4,6))
Als AB en BA beide gedefinieerd zijn (als p = m) en :

AB = BA, dan heet het product commutatief, )

matrix product AB

gedefinieerd door c,., = g

=13‘°03m; j=13¢'¢99n el’lX-’—g

Ax gedefinieerd door
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jel

vy = g;a B 1= 1,...,m (vel, (h.4) en (4.2)).

Vatten we x en y op als matrices van 1 kolom (orde

n bij 1 resp, m bij 1), dan komt deze definitlie over-
een met de productdefinitie onder 2). Het product

van een matrix met een kolom is een kolom:

(m,n)x (n,1) = (m,1). '

b) Als A = (aij)’ 1 =1,00a,m3 J=T,00a5n€ny =
(945905 e+es¥,), dan wordt z = yA gedefinieerd door

m

Zi= kz 1 ykaki’ i = /]3000_9n 2

Vatten we y en z op als matrices van 1 rij (orde 1
bij m resp. 1 bij n), dan komt deze definitie weer
overeen met de productdefinitie onder 2)., Het product
van een rij met een matrix is een rij:

(1,m)x (myn) = (1,n). '

5) Vectoroperaties: Als x, u en v n-vectoren voorstellen €1 & een

scal <':1:f'c,j]l an

wordt x = u+v gedefinieerd door Xg = Uy + Vi

i=1,...,nenx = gu door X, = gu,, i =1,0.050

i
(bijzondere gevallen van 1) en 3) als x, uen v

worden opgevat als matrices, bestaande uit 1 rij of

1 kolom),
Vb. ad 1) (? 3 2'> (3/1 > -A‘> 0 5 -2
1 0 4/ \Vo v o/ 1 4 1) -
ad2) /4 2 -1 2\ /% 3 79
3 -7 1 -8{(3 O = L6 .
> 4y -3 1/} 5 -8 -8
/1

vb, niet commutativiteit:

. /12 3 4 12 3 43/ é) 11 26
o 5/ \-2 1) T 4 -3/ 1/\2 s5/70-4 -9
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wel commutativiteit:

96 - 0-C I

ad 3) -%{ —4
0 1
1 0 2 0 -2 7 A
2l 4Pl o122 1)l 8/T {0 -3)*
10 -35 6 =31
-10 -5/ 7 -4 o/

ad 4) a) /4 1 6 20
3 2 (_4 = 10 @
1

i

i
(0¢]
2
(@)

N O
=
[0}
O

0 6
2 -1
b) (4 -2 1Yl 0o 4 )= (7 =14),
‘ -1 -2

ad 5) zie§§ 1 - 3.

Uit voorgaande definities volgen de volgende rekenregels (5.1)
t/m (5,12) voor matrix-operaties: (hierbij wordt verondersteld,
dat de afmetingenvan de op elkaar opererende matrices zodanig
zijn, dat de betreffende operaties een gedefinieerde betekenis
hebben.)

(5.1) A+ B =B+ A (optelling is commutatief)
(5.2) (E+B) +C =2+ (B+ C) (optelling is associatief)
(5.3) A+ 0 = A, 0 = nulmatrix,

A heeft een tegengestelde matrix (-1) & of -A, met elementen
tegengesteld aan de overeenkomstige van A, waarvoor (5.4).

(5.4) A+ (-1)A =0
(5.5) (a ) = a(bh) a en b scalairen
(5.6) 1. A; O,A = 0 (links is O het getal O, rechts een

nulmatrlx); a,0 =20




(5.7) a(A + B) = ah + aB
(5.8) (at+b)A = ah + bA

(5.9)
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z distributieve eigenschappen, -

Opm,: Dat deze relaties (5.1) t/m (5.8) generalisaties -
zijn van (1.1) t/m (1.8) ziet men in door matrices met 1
rij of 1 kolom te beschouwen, die te identificeren zijn
met vectoren,

Uit (5.1) t/m (5.8) volgt ook, dat de verzameling van alle
(m,n)—matrices bij vaste m en n een lineaire ruimte vormen.

Ze vormen zelfs een vectorruimte (Bewijs dit).

Het is duidelijk, dat voor iedere matrix A geldt OA =

AO = O, Het product van twee matrices kan evenwel ook O
zijn, zonder dat een van beide factoren O is. Dus behalve
t.a,v. de commutativiteit (zie vb. ad 2) blz, 68) is er
ook in dit opzicht afwijking met de gewone getallen-ver-
menigvuldiging,

w.: (2 ®\/2 -4\ _ o o\) .
1 2j-1 2 0o 0y

Geldt de commutativiteit dus in het algemeen niet, de
associatieve wet voor matrix-vermenigvuldiging is wel steeds
van kracht, Dit ziet men het gemakkelijkst met behulp van
de homogene lineaire transformaties:

Laat £ een (m,n)-matrix, B een (p,m)-matrix en C een (g,p)-
matrix zijn, en verder X een willekeurige n-vector.

Zij y = Ax, z = By, u = Cz,

Is CB = D, dan is u = CBy = Dy, dus u = Dix,

Is verder BA = F, dan is z = By = Bix = Fx, dus u = Cz=CFx,
zodat DAx = CFX voor iedere n-vector x. Volgens stelling
4.1 geldt dan D& = CF of (CB)A = C(BA), Dit is de associa-
tieve wet voor de vermenigvuldiging:

(cB)A = c(BA) .

H

Zonder gevaar voor dubbelzinnigheid kunnen we voor beide
leden van deze vergelijking dus schrijven CBA. Ook is nu

/e
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het product van meer factoren ondubbelzinnig bepaald,
bijv. ABCDEF = A(BC)(DE)F = (AB)(CD)(EF) enz.
Haakjes mogen dus op willekeurige plaatsen in een product

worden ingezet.

Verder gelden nog de volgende eigenschappen:

(5.10) (ahA)B = A(aB) = a(4B)

(5.11) A(B+C) = AB + AC } distributieve eigenschappen.
(5.12) (B+C)A = BA + CA

Nog enkele algemené begrippen,

a) Zoals gezien zijn vectoren te identificeren met matrices van
1 kxolom of van 1 rij (kolomvector resp. rijvector, zie
blz, 65),
Voorbeelden van productvorming van rijen en kolommen:

2
1) (5 2 =3) (}1>== (-4), Het getal -4 als enige element

van de matrix in het rechterlid is het inwendig product
der twee vectoren (5, 2, -3) en (2, =1, 4).
In het algemeen verstaat men onder inwendig product (of

scalair product) van 2 vectoren (aq, .,e,an) en
(bys...,b,) het getal a b tasbot...+a b (zie§ 2, blz. 23).

2) /2 | 0 4 -6
1) (5 2 -3)=[-5 -2 3.
4 20 8 -12

Algemeen geldt:

matrix x kolom = kolom (zie blz. 68 ad 4)a))

i x matrix = rij (zie blz. 68 ad %)b))

rij x kolom = matrix bestaande uit 1 element(zie boveﬁ%
kolom x 7rij = matrix met evenredige rijen en kolommen

.

(zie boven
€

i ; X T
b) Getransponeerde matrix: De getransponeerde matrix A” van een
matrix A wordt gedefinieerd als de matrix, waarvan de rijen

e
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1dent1ek zijn met de kolommen van 2; dus als A = (a , en
(a ), dan geldt: 834 = a#i. In het bijzonder 1s de
getransponeerde van een rij(ve cto r) een koxom(vector) en om-

gekeerd,

(W 2\ . /1 -1 3\
Vb.: Als A = [ -1 C dan A7 = - R
e \ 3 _‘,2"‘/ ? \\2 0 -1 /}-

m B
Is A vierkant, dan wordt A® dus verkregen door wenteling
van A om de hoofddiasonaal.

Gemakkelijk is aan te tonen, dat geldt:

BTAT (natuurlijk alleen dan als de af-
metingen van A en B zodanig 2Ziin,
T Tda& het product AB zin heeft,)
en (A+B) = A™+B

T
Stelling 5.1: (AB)

¢) Een vierkante matrix, waarvan alle elementen buiten de
hoofddiagonaal gelijk zijn aan nul, heet een diagonaal-

matrix (de hoofddiagonaal van een vierkante n-matrix

wordt gevormd door de elementen 8495 a22,,.u,ann).

2 0 0 0
{0 1 0 o
Yoeil g o0 0 o it
00 0 2,

d) Een driehoeksmatrix is een vierkante matrix, waarvan -
boven of .onder da hoofddisgonsal alle elemenien

nul zijn, In het eerste geval heet de matrix een onder-
driehoeksmatrix; in het andere geval een bovendriehoeks-~

<\2>(4§?.

e) Een eenheidsmatrix I is een diagonaalmatrix met alle ele-
menten op de hoofddiagonaal gelijk aan 1. Is het een
n-matrix, dan drukken we dit wel 24 uit, dat I = I =

n
R(J ), i, = 15¢0.50n, waarin het Kronecker—symbool<fij

/]
matrix,

ij

Zijn alle elementen zowel boven als onder de hoqfddlago—
naal gelijk aan O, dan is deze "driehoeksmatrix een

e

diagonaal-matrix (21e onder c)).
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gelijk is aan 1 als i = j en anders O, De naam eenheids-
matrix wordt gerechtvaardigd door de eigenschap
(5,13) IA = AT = A,

f) Een vierkante matrix A van de orde n heet symmetrisch als
T
)

= agy (zodat A = A”), scheef-(of anti) symmetrisch of

= —aji (i:j = 1:°°-5n)°

a. .
1J
alternerend als a.

i
Bij een alternerende matrix zijn dus alle elementen op
de hoofddiagonaal gelijk aan O’(aii = -aii)‘
1 2 3
Vb,: Symmetrische Matrix: 2 0 1 H
3 17 =2
0 y -2
Alternerende matrix: [-4 O 1 .
2 -1 0

(Een vierkante matrix wordt wel scheef genoemd, als aij=

-aji voor i # j, terwijl de elementen op de hoofddiagonaal
niet alle O zijn, vb.,: 17 -1 =3

17 0 8 ) .

3 -8 2

g) Inverse matrix: Indien A een vierkante matrix is dan heet

B inverse van A als AB = BA = I, B is dan ook vierkant,
terwijl A ook inverse is van B (A en B zijn elkanders
inverse). Een matrix heeft hoogstens €én inverse, blijkens

Stelling 5,2: Is zowel B als C een inverse van A, dan is B = C,

il

Bewijs: BAC = (BA)C = IC = C, maar ook

BAC = B(AC) = BI = B, dus B = C.

De inverse matrix van A, zo deze inverse bestaat, wordt
=] -1
voorgesteld door A ., Heeft A dus een A

. A dan is
{nverse ?

deze bepaald, en geldt:
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Opm,: Later zullen we zien, dat uit AA_q = I altijd
N I volgt, Bij de definitie van de inverse
matrix B van A kunnen we dus met één van de verge-
lijkingen AB = I of BA = I volstaan.

Een vierkante matrix A, die geen inverse heeft, wordt
singulier genoemd, Is er wel een inverse, dan heet A
niet-singulier.

Vb,: Singuliere matrix:

a b
er 1s geen matrix met o d o 4

Niet-singuliere matrix:

., 53 (3)10
E?vers§> want 1/5\o 1/7
Orthogonale matrix: Een vierkante matrix A heet

Ty = I of AT = A'q, dus als de getrans-

orthogonaal als A

poneerde matrix gelijk is aan de inverse (die dus moet
bestaan),

~
cosy siny cosy -siny
Vb.: Orthogonale matrix: s 5 lnverse: 5

Sing cosy, sinyp cosy
Uit ATa = 1 (=AAT, zie opm, boven ) volgt, dat de
kolommen (rijen) van een orthogonale matrix de eigenschap
hebben, dat het inwendig product van twee verschillende
kolommen (rijen) gelijk is aan O, terwijl het inwendig
product van een kolom (rij) met zich zelf gelijk is aan
1 (zie blz. 62),
We kunnen deze eigenschappen ook een meetkundige inter-
pretatie geven, Hiertoe leggen we eerst op de gebrulke—
113ke wijze in R een metriek vast, zoals we dat gedaan

hebben 111§E?voor een R2 en een RB’ dus door uit te gaan

o/
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van een lineair onafhankelijke basis voor Rh’ bestaande
uit de n basisvectoren eq,eg,..,, e en loodrechte stand
en lengte zo te definiBren, dat deze e,l,,..,en onderling
loodrecht zijn en de lengte 1 hebben.

De op blz, 70 gegeven definitie van inwendig product (5,b)
van 2 vectoren 3 = (aq,...,a ) en b = (bq,...,b ) e

(a,b) = a1b1+"'+anbn voert tot de definitie van de lengte

l | van een vector 3 in R, la! =V (a,a).

a heet loodrecht op b (& en b orthogonaal)als (a,b) = 0.

Y heet de hoek tussen a en b als cosp =___(a,b
A 5 a,a)(b,

Ge

loodrechte stand van 2 vectoréﬁvﬁgmt dus overeen met een
tussengelegen hoek ¢ van 90°, (zie§ 2, blz, 23-24; de
eigenschappen 1) t/m 6) van Inwendig product, gegeven in
§2, blz, 23 gelden ook algemeen hudezeRn).

We kunnen dus ook zeggen, dat de kolommen (rijen) van een
orthogonale n-matrix n onderling loodrechte eenheids-

vectoren voorstellen in de gemetriseerde vectorruimte Rn‘

T T

Opm,: Geldt alleen A"A = AA", dan heet A normaal. Een
matrix, die wel normaal 1s, doch niet orthogonaal,

is bijv. el niet-orthogonale symmetrische matrix,

Stelling 5.3 Is de matrix A niet-singulier,dan voert de trans-

formatie A lineair onafhankeli jke vectoren over in
lineair onafhankelijke vectoren (zie ook opm,
blz. 60),

Bewijs: Als de getransformeerden van onafhankeli jke
vectoren. namelijk afhankelijk zouden zijn, dan
zouden deze door de inverse transformatie A'q(zie
orm, 1) blz, 75) volgens stelling 4.3 weer in af-
hankelijke vectoren worden overgevoerd, dooh deze
zijn dan weer de vectoren, waar we van 213n uitge-

" -1

gaan (immers X = A” 'A X), die echter lineair

onafhankelijk ondersteld waren.

.




Stelling 5.4
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- -1 .
(AB) L ISl (A en B beide niet-singuliere
matrices van dezelfde orde,)

Bewijs: Dit volgt direct uit: (B_qA‘q) AB = B"q(A-qA)B =

Opmerkingen 1):

2):

BB =8B = T en stelling 5.2.

Wegens de correspondentie: homogene lineaire
transformatie ¢« matrix (zie § 4) kunnen we ook
verschillende typen van homogene lineaire trans-
formaties onderscheiden. Zo zijn twee homogene
lineaire transformaties elkanders inverse als de
bijbehorende matrices elkanders inverse zijns een
homogene lineaire transformatie is orthogonaal,
als de bijbehorende matrix orthogonaal is; enz.

In het algemeen heeft het pas veel zin de begrip-

pen "symmetrisch", "antisymmetrisch" en "ortho-

genaal” op de aangegeven wijze te definiéren als
we uitgaan van regle matrices, d.w.z., matrices,
waarvan alle elementen uitsluitend redle getallen
voorstellen,

- Bij complexe matrices (d.w.z. matrices waarvan de

- Sor san e G e et et W oy et B oy

elementen complexe getallen voorstellen) is het
zeer nuttig om naast deze begrippen ook nog
andere te defini&ren:

Uitgaande van een complexe matrix A = (aij) defi-

¢ 1e . . % 3
nieren we dan eerst de matrix A® = (a7E ) als de

- _ ~ i3 =
matrix, waarvoor a?j = 8y (aji is de toegevoegd
complexe (of geconjugeerde) van aji). A heet de
geconjugeerd getran van A. (alleen als

A regel is, geldt A% = a7y,
Als A¥ = A heet A hermitisch; als A% = _A heet A

2¥h = T of A% - 577,

b3
Voor het bijzondere geval, dat de matrices redel
zijn, komen de termen hermitisch en unitair dus

resp. overeen met de op blz, 72 en 73 gedefini-

e
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eerde begrippen symmetrisch en orthogonaal:

een re€el hermltische matrix is dus symmetrisch,
een reéel unitaire dus orthogonaal,

Wij zullen ons in het algemeen beperken tot
matrices, die redel zljn, hoewel een groot gedeel-
te van de theorie ook gewoon van kracht is als

we complex werken,

Opgaven.

1) ZiJj gegeven een homogene lineaire (n,n)-transformatie A in Rn:

yi = giﬁ aikxk (i=1,_,,,n),

waarin 841 het element voorstelt uit de 1 rij en de k% kolom
van de bij de transformatie behorende matrix A,

A voert de n r~rondvectoren éq,eg,,..,én over in resp.

a1 = Ae/l’ a2 = Aez)onngan = Aen-

Bewijs dat

- e - .

a, = %:ﬁ i) € (1=1,...,n),
waarin aig het element i; uit de i® rij en de k° kolom van de
getransponeerde matrix A  van A,

, T eses) - - ~ . o s

2) Als de véctoren_eq,ez,...gen een lineair ornal'nankeélijke basis
vormen in R, bewijs dan dat de vectoren T ,fg,...,fn dan
en slechts dan eveneens een lineair onafhankeli jke basis in

Rn vormen, als

S\/S:j

; 23 585 (i=1,...,n)

<
Il

met aij elementen van een niet-singuliere n-matrix

(i=ﬁ,...,n; j=1:~--3n)°




3)

%)

5)

6)

7)
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Bewijs, dat als een matrix A een inverse heeft geldt:
Ty -1 -1\T
(A5)7 = (a77)",
Is de inverse van een symmetrische matrix weer symmetrisch?

Bewijs, dat een vierkante matrix, die twee gelijke kolommen
of rijen heeft, singulier is.

Verifieer door vermenigvuldiging, dat (AB)C = A(BC), als
a a
A = 11 12 , B= 12 €11 €12 ]
801 8o
Bewijs, dat als een niet-singuliere onder (boven) driehoeks-

matrix een inverse bezit, deze inverse ook weer een onder
(boven) driehoeksmatrix is.

Bewijs verder, dat het product van twee onder (boven) drie-
hoeksmatrices weer een onder (boven) driehoeksmatrix is.

Gegeven is in R, de lineaire transformatie x' = A%, bepaald
door
x' = x - 3y
'= 2x + v,

14° Bepaal de matrix A.

2° Druk de kentallen x, resp. y in de kentallen x' en y' uit.
3° Wat is de inverse matrix A9

y° Verifieer, dat A7 = VAL I,

N o o N o ot
Gegeven is de homogene lineaire transformatie, waarbij

&

(LN=(3D) 5 (1,2) - (- 2,5,

Toon aan, dat de transformatie orthogonaal is.




9)

10)

11)

12)

13)

14) Bepaal XY
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Stellen de kolommen van een matrix onderling loodrecht
eenheidsvectoren voor, dan geldt hetzelfde voor de rijen,
en omgekeerd,

Een homogene lineaire transformatie A in R3 heeft Tot
transformatiematrix

1 2 2
A=} -2 5 .
-2 a e

1° Als nog gegeven is, dat de kolomvectoren van de matrix A
onderling loodrecht zijn, bepaal dan a, b en c.

20 Bepaal de vectoren, die door A getransformeerd worden
in een re€el veelvoud van zich zelf,

Gegeven: ,
2 C -1 2 1 4
A= 1 5 2 , B={-1 -1 2 .
-2 1 1 3 0 1

Bepaal A°, AB, BA, en B-.

Schrijf alle vierkante matrices X van de orde 2 op, die

voldoen aan X° (=xX%) = (g ?), a# O,

Cegeven: Xq = 2y1~y2+3y3, Xy = y1+2y2-y3 en

Vg = z1+22, o = 247255 y3 = 221+22.
Druk X, en X%, uit in zZ4 en z, door gebruik te: naken van
matrix-vermenigvuldiging.,

Ten 7Y als X = (2,-1,4,6) en Y = (1,0,—233).

&

.//o
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15) Leid uit stelling 5.1 af, dat als A = B_B B

/] 2.0'
T T T_T
A" =B ... BjBy .

r? dat geldt

16) Bewijs,
1° Als P een willekeurige matrix is, is ?PT symmetrisch.
2© Als A en B symmetrisch zijn, is AB dan en slechts dan
symmetrisch als AB = BA,

2 -1 3
17) Als A=[-1 5 2|, en X = (Xﬂ’XE’XB) en Y = (yq,yz,yB),
3 2 -1
bepaal dan in uitgeschreven vorm de kwadratische vorm

x8x" en de bilineaire vorm xavT,

18) Gegeven in Ry de vectoren u = (2,2,4,-5) en v = (5,3,=1,1).
Aangenomen wordt, dat de basisvectoren onderling loodrecht
zijn en alle de lengbte 1 hebben.

 Bereken:
1° De lengte van u en de lengte van ¥.
2° De cosinus van de hoek tussen 4 en V.
30 De parametersA en MM zodanig, dat de vector
w= (5,-5,0,0) +A 4 + uv zowel loodrecht is op U als op V.

19) Bepaal de inverse van de matrix

OO
DO A~O
Ow o
WOMNO

20) Los de matrixvergelijkingen AX = 0 en YA = O op (0 = vier-
kante nulmatrix van de orde 3), als ‘

P

1 0 3
A = 2 1 1 .
1 -1 8

Is A singulier? /




S
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21) De som van de elementen van de hoofddiagonaal van een

22)

23)

o)

vierkante matrix, heet het spoor van de matrix, dus

spoor A = 841 + 850 P o 8nn

Toon aan, dat

spoor (AB) = spoor (BA), als A een (m,n)-matrix
en B een(n,m)-matrix is.

Laat In de eenheidsmatrix zijn van de n® orde, ¢ een getal,
en v een rijvector met n kentallen (vT is dus een kolom-~
vector). Beschouw de matrix

P=1I -c¢ vTv .
1° Bewijs, dat P symmetrisch is.
2° Indien de vector v genormeerd is op lengte 1 (d.w.z.
VVT=1), bepaal dan de waarde(n) van ¢ waarvoor de matrix
P tevens orthogonaal is.

Gegeven de matri 2

A=

£ Wl
Ul 1 wa

wla N

1© Bepaal de inverse matrix A"/i (de matrix A is een zgn,
Hilbert-matrix; de inverse er van bestaat uit uitsluitend
gehele getallen),

2° 15 4”7 symmetrisch?

Een links-circulerende matrix A, hier kortweg genoemd een

L-matrix, is een vierkante matrix A van de orde n met de
volgende eigenschappen:




25)

26)

27)

28)
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814+1,k+1 T Fik® Bi41,1 T Bn

a b ¢
(bijv. voor n=3: [ ¢ a b
b ¢ a

40 Bewljs, dat het product van twee L-matrices weer een

(igk = q,oo;gn—q)w
).

L-matrix is,
o0 Bewijs, dat de vermenigvuldiging van L-matrices commu-
tatief is.

In Rh is ven lineaire transformatie A gegeven, Het beeld vaﬁ
de vector v wordt aangeduid met V', A is zodanig, dat er bij
elke v een getal A bestaat, zodanig, dat V' =A 7V,

Bewijs, dat A onafhankelijk is van de keuze van V.

Iedere vierkante matrix A kan worden geschreven als de som
van een symmetrische matrix en een alternerende matrix.
Bewi]js dit, '

Bewijs, dat de re€le matrix S dan en slechts dan alternerend

is, als de matrix A =;1+3)/1_s)“1

orthogonaal 1is,

Kies vervolgens S = gg 8) en bepaal A,

Bewijs, dat de bijbehorende lineaire vectortransformatie A
in R2 een draaiing voorstelt om de oorsprong van Rg in zich
zelf, Wat is daarbij de meetkundige betekenis van de groot-

heild t?

In R2 zijn gegeven de lineaire transformaties D en P, D is
een draaiing van O over een hoeky =‘%-in positieve zin;

P is een projectie op de x-as,

1° Geef de matrices voor D en P.

2° Laat door matrixvermenigvuldiging zien, dat het inwendig

product (DPV,PDV) = O voor elke vector Vv = (x,y). ¢

BOéGeef hiervan een meetkundige interpretatie,




29)

30)

31)

32)
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In R_ i n Vs VasVosVy sV :
o Ry is van de vectoren Vﬂ’VE’V3’V4’V5 gegeven:
17 Geen van deze vectoren 1is de nulvector.

39 54 staat loodrecht op 55.
»° 51,62 en 54 zijn lineair afhankelijk.
62 en 54 zijn lineair onafhankeli jk,

Bewijs, dat 63 en 65 lineair afhankelijk zijn.

Voor welke waarden van A is de transformatie ‘met matrix

2 14 v,
A. 110 -5 vy orthogonaal?
11 2 V3

Bewijs dat het product van twee orthogonale matrices
(van dezelfde orde) weer orthogonaal is en dat dit
laatste eveneens het éeval is met de inverse van een
orthogonale matrix. (orthogonalematrices van dezelfde
orde vormen dus een multiplicatieve groep (ook een
additieve (zie blz.2)).

- Geldt iets dergelijks ook voor niet-singuliere symme-

trische matrices?

Bewijs, dat het stelsel betrekkingen I volgt uit het
stelsel II en omgekeerd:

[(aqa, t b1b2 = 1 { aq2, T CyChy = 1
c,c, +dd, = 1 b, b, + d,d5 = 1

I 172 172 I { 172 172
asc, * b2d1 =0 a2b1 + c2d1 =0
[ &4C5 + qug =0 \aqbg + qug =0

33) Bewljs de associatieve eigenschap (5.9) door middel

van matrixvermenigvuldiging.

&

91, 62 en 53 staan twee aan twee loodrecht op elkaar,
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34) Bepaal van de matrix

4 2 4 1
30 20 45 12
20 15 36 10
35 28 70 20

de inverse,

35) Bewijs, dat een vierkante n-matrix dan en slechts dan
niet-singulier is, als de rijen (of de kolommen) n

lineair onafhankelijke vectoren in een Rn vormen.
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8 6. Stelsels van lineaire vergelijkingen

Ter inleiding beschouwen we, evenals in 8 4, in een m-dimensi-
onale vectorruimte Rm n vectoren 51,52,,,.,én, alsmede een
vector b , voorgesteld door:

aq = (2 pagp..sap )
a, = (aqg,agg,...,amg)

(6.1) 3

Dle o
|

n (aﬂn’aZn”"’amn>

= (b, b .-

[ox}

°

.

™

2 3 e 0

We stellen ons de vraag of de vector 5 lineair afhankelijk is
van de n vectoren 51 t/m én’ d.w.z, of voldaan kan worden aan
de vectorvergelijking:

(6.2) Xgaq t X8y * ..t xE =D

Voor zekere keuze van de getallen KgsXpsewosX o Schrijven we
(6.2) uit in de m kentallen van linker en rechterlid dan ont-

staan, ermede equivalent, de volgende m lineaire vergelijkingen:

[[899%q T agp%y .. Fax) =Dy
Boq¥q tAnXy t ... tag x ) = by
(6.3) § -
L %m 1t * am2X2 Tt amnxn - bm ’

of in sigma-notatie:
n
(6,)4) J; aijxj = bi 3 (i=’l,.,.,m),
Als resultaat hebben we gekregen een stelsel vergelijkingen

(6.3) of (6.4), bestaande uit m lineaire vergelijkingen met
n onbekenden XgsXoseoosX o Slechts in het geval, dat deze

KgseaosX, zodanig gekozen kunnen worden, dat alle vergelij-
kingen van het stelsel, na substitutie van de keuze in de
linkerleden, overgaan in gelijkheden, kan de vraag over de
afhankelijkheid, die wij in het voorafgaande gesteld hebben,

bevestigend worden beantwoord.
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De rechterleden, de getallen b, t/m b van het stelsel, noemt
men veelal de bekende termen; de vector b wel de vector der

bekende termen,

De (in het algemeen eveneens bekende) getallen a5 5 (i=1,...,m;
J=1,...,n) heten de coefficienten. De (m,n)-matrix A van deze
coefficienten:

%11 812 21n

804 8pp o Bpy
(6.5) A= -

am1 am2 ‘ amn

heet de coefficienten-matrix of kleine matrix behorende bij het

stelsel (6.3). De in de inleiding genoemde vectoren éq,..q,én

vormen de n kolomvectoren van A, Met behulp van A en de kolom-

X
vectoren X=[-1) en B =[-7) wordt (6.3) of (6.4) in matrix-
notatie: “n m

(6.6) AX = B (of als transformatie opgevat: AX = b, vgl.
blz. 59).

Een rijtje (cq,n.,,cn) van n getallen (vector van een Rn) heet
van het stelsel (6.3) een oplossing of oplossingsvector als de

substitutie XA=C a5 v as X =C alle vergelijkingen in gelijkheden
?vervoert; X 4=C 4, XpTChye.., X =C 18 dan een oplossing of
x=(x1,.,a,xn)=(cq,...,cn) >en oplossingsvector.

Het stelsel heet oplosbaar , éénduldig oplosbaar, strijdig (of

onoplosbaar), als het respectievelijk minstens één, precies

één, geen enkele oplossing heeft,

Het stelsel (6.3) heet homogeen, alsderechterleden Dgsee.sb
alle gelijk zijn aan O, Zijn de rechterleden niet alle O
(dus b # 0), dan heet het lineaire stelsel niet-homogeen (of
inhomogeen).

m

We zullen nu onder toepassing van matrix- en vectortheorie de
algemene voorwaarden onderzoeken, waaronder het stelsel (6.3)
oplosbaar is. Tevens zullen we methoden aangeven voor het be-

palen van de onbekenden in geval van oplosbaarheid,
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Uit het voorafgaande volgt direct de volgende stelling:

Stelling 6,1, Het lineair afhankelijk zijn van b van de kolom-

vectoren aq, 2"’°’én (zie (6.1)) is een nodige
en voldoende voorwaarde voor de oplosbaarheid
van het stelsel (6.3).

Vb.1. Gegeven het stelsel vergelijkingen: 4X1+X2~2X3 = 2
2% ;+5X 3% =4

3
. N LA & - (-2
Metubegulp van de kolmm@ct&nn_aqf(g),ag~(5), aB-( 3)
en b=(4> in het stelsel teschrijven in de vorm:
x1a1+x a +x3a3 .

De vectoren 51,52,53 en b zijn vectoren in R2. Geven we aan de
onbekende X, een willekeurige waarde, dan kunnen wij, daar s
en 53 een lineaire onafhankelijke basis in R2 vormen, de
vector 5—x451 op één slechts één manier schrijven als een
lineaire combinatie van a, en a3. Bij elke waarde van X4 vin-
den wij dus één stel waarden van Xy en Xg, z$ dat
b-x.,a8,=X.3,+x.2 m,a,w, het gegeven stelsel 1s oplosbaar en

11 7272 7373
heeft oneindig veel oplossingen., Waren de vectoren a,l,a2 en

a3 en b onderling twee aan twee lineair afhankelijk geweest,
dan zouden wij in dat geval in het algemeen twee der onbeken-
den willekeurig hebben kunnen kiezen,

2X1 = b,

n

b
Vb.2, Gegeven het stelsel vergelijkingen: x1+3x2 = Db
b

3x1+2x2 =

LAY

2 0
Met behulp van de kolomvectoren 51=(1), é2=(3> en
- 3 2/
b= b1 is het stelsel te schrijven in de vorm x,a_,+X.a,=
b2 171 7272
3
De vectoren 51 en 52 vormen een lineair onafhankelijk stelsel

in RB" Z1ij spannen dus een lineaire deelruimte ngan R3 op.

Ligt b niet in D2, dan is b niet lineair afhankelijk van 51
en 52, Het stelsel heeft dan geen oplossing en is dus strijdig.

Ligt b wel in D, dan is b op &én en slechts &én manier te

2.’

schrlgven als een lineaire combinatie van a1 en 52, die een
l.0. basis voor D2 vormen, Het stelsel heeft dan 1 oplossing
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en is dus eenduldig oplosbaar., Waren de drie vectoren 51,52
en b onderling twee aan twee lineair afhankelijk geweest, dan
zouden wij in dat geval in het algemeen één der onbekenden
X4 en x, willekeurig hebben kunnen kiezen, zodat dan het stel-

sel oneindig veel oplossingen gehad zou hebben,

In het homogene geval is het stelsel altijd oplosbaar: (0,...,0)
is immers dan altijd een oplossing, de zgn. nuloplossing van

het homogene stelsel,

Voor een homogeen stelsel geldt:

1. Is (X1’°"’Xn) een oplossing, dan ook (qu,...,xxn).

2. Zijn (X1’°°’Xn) en (X%,,.,,Xé) oplossingen, dan ook
(e, oo x tx)).

Dus de som van twee oplossingen van een homogeen stelsel is

weer een oplossing; N maal een oplossing eveneens, Gevolg:

Stelling 6.2 De verzameling van de oplossingsvectoren (de op-
lossingsruimte) van een homogeen stelsel lineaire vergelijkingen

met n onbekenden is een lineaire deelruimte van een n-dimensio-

nale vectorruimte,

Zij (65})'

(1) ¥ RN S (i=1,...,m) een niet-homogeen stelsel, dan
k="
hget

(11) Z:aikxk=o (i=1,...,m) het bij (I) behorende homogene of
k=1

gereduceerde stelsel,

. -1 1 t N
Stelling 6,3 Is x =(x1,°..,x ) een oplossing van (I) en

i"=(x:,.,,,xn) een oplossing van (II), dan is

x=x"'+x"
Omgekeerd 1s het verschil van twee oplossingen van
(I) een oplossing van (II), dus elke oplossing van
(I) is te verkrijgen door bij een vaste oplossing

van (I) een zekere oplossing van (II) op te tel-

weer een oplossing van (I).

len.

n n n 4
o o ! -
Bewijs: 1) Is éiq 84315 =Ps > a, %, =0, dan > aik(xk+xk)~bi,




Vb,

Geef
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- =t o= .
dus X = X + X' 1is een oplossing van (I).

t

n : n n
2) Is ) a. %x=b. , ) a.x=b., dan ) a, (x -x. )=0,
woq ik ki K kL woq 1k k k

dus " = %-%' is een oplossing van (11).

{)Xq + X2 + XB = 2
(I) ) x4 - %5 =1

2Xs + X, =1 %,

2 3 7

alle oplossingen van (I). Dit kan als volgt:

Een oplossing is bijv. (1,0,1). Beschouw nu het gereduceerde

stelsel:

i
@)

Xy Xy + x3
(11) xXq = X =
2x2 + %X, =0 ,

)

O

(ITI) heeft als oplossingen: X =Xp= N, Xy -2 A, Inderdaad

- voldoet (A, n,-2n ) voor alle A . Een dergelijke uitdruk-
‘king, die in parametervorm alle oplossingen van een stel-

(6.7)

sel oplevert, noemt men wel de "algemene" oplossing van het
stelsel. Van (II) is de algemene oplossing (A , A,=2 A );
die van (I) is in verband met stelling 6.3 dus

(1,0, 1)+( A, N, =2 N )=(1,0,1)+ A (1,1,-2)=(1+nr, A ,1-2A).

Meetkundig beeld: De oplossingsruimte van een homogeen stel-
sel met n onbekenden is een lineaire deelruimte, dus een 1lijn,
vlak etc. door de oorsprong O van Rn° Uit elke basis voor die
deelruimte kunnen we onmiddellijk de algemene oplossing con-

strueren door lineair compositie.
Voor het inhomogene stelsel geldt dit niet. We krijgen de
oplossingsectoren van het inhomogene stelsel door bij de
oplossingsvectoren van het homogene stelsel een vaste vec~
tor op te tellen (stelling 6.3).

{
Beschouwen we weer het algemene stelsel vergelijkingen (6.,2);:

x1a1 + X2a2 S I Xnan = Db ,
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en onderstellen wij, dat het maximale aantal lineailr
onafhankelijke vectoren onder de n vectoren
(1) 51’52"‘°’5n gelijk is aan k, dan spannen deze vec-
toren, die vectoren zijn van Rm volgens stelling 3.10
een lineaire deelruimte Dk van dimensie k in Rm op.
Er zijn nu twee mogelijkheden:

1).b ligt in D, dus b is lineair afhankelijk van de
vectoren (I). In dat geval is het stelsel (6.3) oplos-
baar. De deelruimte, opgespannen door de n+1 vectoren

(11) 51,52,0,,,5n,5

is dan equivalent (zie blz.51) met de deelruimte Dk
opgespannen door de n vectoren (I). Het maximale aantal
vectoren van (II), dat een lineair onafhankelijk stelsel

vormt, is dan eveneens gelijk aan k.

2).b ligt niet in D, dus b is lineair onafhankelijk van de
vectoren (I). Het stelsel (6.3) is dan onoplosbaar. Het
maximale aantal vectoren van (II), dat een lineair on-
afhankelijk stelsel vormt, is nu gelijk aan k+1.

Naast stelling 6.1 hebben wij volgens het bovenstaande
nu ook het volgende criterium voor oplosbaarheid van een

stelsel:

Stelling 6.4 Het stelsel (6.3) of in vectornotatie (6.2)
is dan en slechts dan oplosbaar als het maximale aantal

vectoren, dat een lineair onafhankelijk stelsel vormt van
(I) en (II) hetzelfde is.

Met behulpvan de volgende begrippen kunnen wij deze voor-
waarde eenvoudiger ulitdrukken.

Rang van een matrix. Hieronder verstaat men het maximale aantal

kolomvectoren van de matrix, dat een lineair onafhankelijk stel-
sel vormt. De rang van een matrix is dus volgens stelling 3.10
gelijk aan de dimensie van de deelruimte, opgespannen door de

kolomvectoren.
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Aangevulde (of grote) matrix behorende bij het stelsel (6.3).
Dit is de (m,n+1)-matrix B uit A van (6.5) verkregen door

rechts te randen met de kolomvector B, dus

844 Bqp e By, by

804 Bop ore By, by
(6.8) B =| . o

am1 am2 cee amn bm

In verband met stelling 6.4 geldt dan:

Stelling 6.5 Het stelsel (6.3) is dan en slechbs dan oplosbaar
als de rang van de grote matrix B gelijk is aan

die van de kleine matrix A. Hieruit volgt, dat

het stelsel onoplosbaar is als de rang van B één

hoger is dan de rang van A.

Opm.: Uit deze stelling volgt ook direct dat een homogeen stel-
sel steeds oplosbaar is. (zeker de nuloplossing, zie blz.87)

Als nu de rang van A gelijk is aan k, dan is volgens het boven-

staande k per definitie gelijk aan het maximale aantal kolom-

vectoren van A, dat een lineair onafhankelijk stelsel vormt.

Stel nu, dat r het maximale aantal rijvectoren van A is, dat

een lineair onafhankelijk stelsel vormt, dus r de dimensie van

de vectorruimte opgespannen door de rijvectoren van A, dan kun-

nen we bewijzen, dat k=r. Stel namelijk k> r. Kies nu in A,

zijnde een (m,n)-matrix, r rijen, waarin de anderen lineair zijn
uit te drukken (stelling 3.10). Kies verder k lineair onafhanke-
lijke kolommen. Beschouw nu de (r,k)-matrix A' als "doorsnede”

van de beschouwde r rijen en k kolommen. De k kolommen van deze

H
deelmatrix A van A zijn lineair afhankelijk (immers ze vormen

k vectoren in R, met k »r, stelling 3.6). Dan kan eenvoudig

worden aangetoond, dat deze zelfde kolommen maar dan uitgebreid

tot kolommen van de gehele matrix A eveneens lineair afhdnkeli jk

&
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moeten zijn (gevolg van de llnealre afhankellgkheld (m-r) overige
rijen van A vanh de  beschouwde r rijen). Doch deze k kolommen
waren lineair onafhankelijk ondersteld, hetgeen dus een tegen-
Spraak impliceert..Door nu ook de getransponeerde matrix van A

te beschouwen en daarmede analoog te werk te gaan, bewijzen we
evenzo, dat >k onmogelijk is, dus ke=pr:

Stelling 6.6 Het maximale aantal kolomvectoren van een matrix,
L

ja
133‘

2en lineair onafhankelijk stelsel vormt, is
zelljk aan het maximale aantal rijvectoren, dat
een linealr onafhankelijk stelsel vormt., (m.a.w.de
dimensie van de ruimte opgespannen door de rijvec-
torenis gelijk aan de dimensie van de ruimte opge~
Spannen door de kolomvectoren = de rang van de
matrix),

Opm. In de definitie van het begvlp rang op blz.8% kan overal
"wolom" dus ook door "rij" worden vervangen.

We zullen nu een tweede bewijs geven voor stelling 6.6,
dat ons tevens een middel aan de hand doet om langs
Systematische weg de rang van een matrix te bepalen:
Hiertoe merken we eerst op, dat op een matrix zekere be-
werkingen mogen worden toegepast zonder dat k of r ver-
anderen. We beperken ons in de aanvang tot r en zullen
voor de eenvoudigheid de m rijvectoren van A even voor-
stellen door ﬁq,ﬁg,aoo,ﬁm, Bij welke bewerkingen r onver-
anderd blijft, vertelt ons de volgende stelling:

Stelling 6.7 De volgende bewerkingen mogen op een matrix worden

toegepast zonder dat het getal r verandert:

19, Het vermenigvuldigen van een rij met een getal A#£O
dwz? een der rijvectoren Gi wordt vervangen door

AV,

20, Het Sptellen van een met een getal vefmenigvuldigde
rij bij een andere rij, dwz. v1 wopdt vervanmen
door v, +'Av (i#3) . e

“ 37, Het wegldt@n van een rij, die geheel uit nulelemen-

ten bestaat, dus als Gizﬁ, dan kan Gi weggelaten
worden,
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41°, Het verwisselen van twee rijen,

Bewijs: 1° en 2° volgen direct uilt stelling 3.11 resp. 3.12.
3° volgt wit het feit, dat de door de vechopen
Vq,...,_ﬁ opgespannen deelruimte niet verandert
-als een der vectoren hiervan, voorstellende een

nulvector, wordt weggelaten,
4° is triviaal,

Deze stelling laat zich gemaklzeli jlk toepassen bij het bepalen
van de rang van een matrix, zoals uit het volgende voorbeeld
blijkt:

2 1 3 1
Vb. Bepaal r van de matrix A = 1 2 -1 0 .
1 -4 g 2

Oplossing: De bewerking, die 2 maal de eerste rij aftrekt van
(d.i. -2 maal de eerste rij optelt bij) de derde rij en vervol-
gens 3 maal de tweede rij optelt bij de derde rij geeft de

2 1 3 ,
matrix: [ 1 2 -1 0 » Waarvan de rang r dus volgens de vorige
O 0. 0 0

stelling moet overeenstemmen met de gevraagde r van A, Van de
gevonden matrix is één rij een nulrij, terwijl de beide andere
lineair onafhankelijk zijn, zodat r=2, (Vgl. Vb,blz.45,)

We kunnen bovendien aantonen, dat de bewerkingen vermeld in
stelling 6.7 ook k invariant laten:

Stelling 6.8. Het getal k verandert niet als we op de rijen
van een matrix de bewerkingen toepassen vermeld in stelling 6.7.

Bewljs: 19, Zonder de algemeenheid te schaden, onderstellen we,
dat we de elementen van de eerste rij van de matrix met = #£0
vermenigvuldigen. De n kolomvectoren E&,..,,éh, gegeven op blz.
84 gaan dan cver in de n vectoren B&,...,Eﬁ, waarvan van elk
het 2e t/m m€ kental overcenstemt met dat van de overeenkomstige
oorspronkelijke vector. De eerste kentallen zijn echter met A
vermenigvuldigd, Het is nu eenvoudig in te zien, dat elke be-
trekking 7W5A+"’+Rngﬁ=6 tot gevolg heeft, dat ook ‘

?W5a+.ﬂ.+kn5£=ﬁ} en omgekeerd (i,v.m,An#0),

Elke lineaire afhankelijkheid, die tussen de vectoren 51,...,55
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o

zou bestaan, weerspiegelt zich dus bij de vectoren Eq,...,bn;
en omgekeerd, Het maximale aantal lineair onafhankeli jke vecto-

ren in 51,...555 is dus gelijk aan het maximale aantal in

— f—

b/]}.c')bnt

20. Ook als we een rij van de matrix na vermenigvuldiging
met een getal A optellen bij een andere rij, zien we eenvoudig,
dat elke betrekking x1§1+,.;+‘kn§%5tussen de oorspronkelijke
kolomvectoren tot gevolg heeft eenzelfde betrekking tussen de
nieuwe kolomvectoren en omgekeerd,

30 en 40. Gemakkelijk is in te zien; dat k niet verandert,
als we een rij weglaten, die uitsluitend uit nullen bestaat
en evenmin als we twee rijen verwisselen,

Overeenkomstig de stellingen 6,7 en 6.8 geldt nu dus natuurlijk
ook: _

Stelling 6.9. Het getal k verandert niet als we op de kolommen
van een matrix soortgelijke bewerkingen toepassen als op de

rijen worden toegepast in stelling 6.7.

Stelling 6,10. Het getal r verandert niet als we op. de kolommen
de bewerkingen uit stelling 6.9 toepassen,

Samenvattend komen we dus tot de volgende stelling:

Stelling 6.11, De volgende. bewerkingen mogen op een matrix
worden toegepast, zonder dat de getallen r en k (gedefinieerd
volgens b1z.90) veranderen:

. Het vermenigvuldigen van een rij of een kolom met
een getal %0,
2°, Het optellen van een rij of een kolom vermenigvuldigd
met een getal A > blj een andere rij of kolom.
30. Het weglaten van een rij of een kolom, die geheel uit
nullen bestast.
4°, Het verwiscelen van twee rijen of van twee kolommen,

Nu het bewijs van k=r: Door de in stelling 6.11 genoemde opera-
ties (biJj herhaling) toe te passen kunnen we een matrix door
een eenvoudiger vervangen (met dezelfde Ik en r). Dit gebeurt

weer ~volgens een "schoonveegproces" (zie § 3). Uit stelling
6.11 volgt, dat de matrix A als volgt kan worden vereenvoudigd,
zonder dat de getallen k of v veranderen:




WR-A QL

Elke kolom en elke rij, die uitsluitend uit nulelementen

bestaat, wordt weggelaten,

Z0 nodig worden de rijen zodanig verwisseld, dat a4
(d.1. de aanduiding voor het element in de linkerboven-
hoek, eventueel na verwisseling der rijen op deze plaats
terecht gekomen) ongelijk is aan O. |

De elementen van de eerste rij worden vervolgens door

844 gedeeld,

De elementen van de tweede rij worden verminderd met a5
maal de overeenkomstige elementen van de eerste rij; de
nieuwe a5 wordt dan O,

Op soortgelijke wijze worden de nieuwe 831,a41,.,.,am1
gelljk aan O gemaakt door in plaats van de tweede rij,
de derde en volgende rijen te beschouwen.

Het gevolg is, dat de nieuwe eerste kolom, afgezien van het
eerste element, dat gelijk is aan 1, uitsluitend verder be-
staat uit nullen. Het proces, boven weergegeven onder 1° t/m

40

noemt men het schoonvegen van de eerste kolom van een ma-

trix met behulp van de eerste rij.

50

Indien er nu een rij is ontstaan, die uitsluitend uit nul-
elementen bestaat, dan wordt deze weggelaten (nieuwe kolome-
men met allemaal nulelementen kunnen niet optreden).

Nadat de eerste kolom is schoongeveegd, gaan we de tweede kolom
schoonvegen, en wel als volgt:

60

Z0 nodig verwisselen we de tweede rij met een volgende rij,
zodat het element'822 (d.i. de aanduiding voor het element
in de 2° rij en de 2% kolom, eventueel na verwisseling der
rijen op deze plaats terecht gekomen) ongelijk is aan O.
(Zijn de tweede en volgende kentallen van de tweede kolom-
vector alle O, dan laten we deze kolom eenvoudig weg, om-
dat dan bekend is, dat deze een veelvoud is van de eerste
kolom (pas stelling 6.11 2° en 3° toe). We gaan dan verder
met de derde, vierde kolomvector enz. tot zover voogtzetting
mogelijk is.) _

Daarna delen we de elementen van de tweede rij door a

22’

waarna de nieuwe 250 dus gelijk aan 1 wordst. Vervolgens
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verminderen we de elementen van de eerste, derde, t/m laat-
ste rij resp. met a123é32,.,.,am2Amaal de overeenkomstige
elementen van de tweede rij. Door deze bewerkingen bestaat
de nieuwe tweede kolom nu uitsluitend uit nulelementen, uit-
gezonderd het tweede element, dat 1 is.

7O.Eventuele nieuwe nulrijen worden weggelaten,

Schoonvegen van de derde, vierde,.. kolom geeft tenslotte een
matrix M van de volgende gedaante: |

TO L0 by g by
T N

Mol - . . : ,
..o '
o . T Pyqe1 + - - Pgp

(of een van getransponeerde gedaante, indien de rijen waren
schoongeveegd met kolommen, wat natuurlijk ook had gekund, zie
Vb. onder). '

In ieder geval ontstaat een eenheidsmatrix, bijv. van de qe orde
links of boven als linker resp. bovengedeelte van de resulterende
matrix. ‘

Het maximale aantal rijvectoren, en ook het maximale aantal ko-
lomvectoren van M, dat een lineair onafhankelijk stelsel vormt,
is gelijk aan q (de p-g rechterkolommen van M kunnen tot nulkolom-
men gemaakt worden door herhaalde toepassing van stelling 6,11 20).
De bewerkingen die tot M hebben geleld, hebben de getallen k en r
van de oorspronkelijke matrix A onveranderd gelaten, zodat g=k en
a=r, en dus k=r, waarmede stelling 6.6 opnieuw bewezen is.

De voorafgaande beschouwingen hebben ons tevens een middel aan
de hand gedaan om op systematische wijze de rang van een matrix
te bepalen door middel van een schoohveeg-pfoées. In plaats wvan
kolommen schoon te vegen kan men uiteraard ook de rang van een
matrix bepalen door rijen schoon te vegen (met behulp van kolom-
men), zoals in het volgende voorbeeld:

1 2 ‘
-2 1 1.

3
YE. Bepaal de rang van de matrix A =[ -1

1 -2 3

-1 1

1
0
2 1 3 =1
0
1
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Opl.: 1) Schoonvegen van de eerste rij m.b.v, de tweede kolom,
gevolgd door schoonvegen van de tweede rij m.b.v. de
eerste kolom, geeft de matrix:

0O 1 0 0
-1 0 0 0
-1 1 4 -4
1 04 4 [
S

2) Delen van de derde en vierde kolom door 4, gevolgd
door schoonvegen van de derde rij m,b,v. de derde
kolom geeft, bij weglating van de laatste kolom be-
staande uit nullen, de matrix:

0 1 0
-1 0 0 »
0 0 1

0 1 -1 |

2 0 1

Direct zien we, dat deze matrix de rang 3 heeft, zo
dus ook de gegeven matrix A,

Opm.! In vele gevallen zal het blj de bepaling van de rang van
een matrix voordelig zijn de geoorloofde bewerkingen, die de
rang invariant laten deels op de rijen en deels op de kolommen
toe te passen, afhankelijk van de gedaante der matrices, die
tijdens het proces worden gevormd:

1T 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
Vb. 1 3 5 6= 0 1 2 2J=a{0 4 2 o 5
-2 1 4 2 -2 14 L4 2 0 5 10 10
10 0 © 10 0 O\N. /1 0 0 0O 1 0
. > ~>_ "?" :
b 0O 1 2 2={0 1 2 o2 o 1 2 o 0
0 5 10 10 O 0 0 0

rang 2.

Volgens stelling 6.2 vormen de oplossingsvectoren van een
homgcgeen stelsel lineaire vergelijkingen een lineaire deel-~
ruimte van een vectorruimte. Tussen de dimensie van deze deel-
ruimte (dle ook een vectorruimte is) en de rang van de co&f-
ficiéntenmatrix van het stelsel bestaat een belangri jk verband,

dat nu zal worden afgeleid:
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713 éi 241%,.=0, (i=1,,..,m) het homogene stelsel, en de rang
van de coéfficiéntenmatrix A=(agy } gelijk aan v,

Geef de kolommen van A weer aan met 51,...,56 en laat (het-
geen geen schade doet aan de algemeenheld) een lineair onaf-
hankelijke basis van de door deze vectoren opgespannen deel-
ruimte bestaan uit de vectoren 51,...,§P. .
Zij nu Xr+1’f"’xn n-r gegeven getallen, dan zijn Xq,...,xr
zo te bepalen (en wel op eenduidige wijze), dat (Xﬂ’f°”xn)
een oplossing van het stelsel is., Immers de vector

= a e a_ i i i i ukken in de basis
W XP+1HP+1+ +xnan is lineair uit te drukken i

—

81,...,§£:W¥rﬂ54+...+%%5P met eenduidig bepaalde [STRRRTI
wegens stelling 3.3. Neem nu x1=-7ﬁ,,..5xpz~mr en we hebben

de oplossing ie(—mq,..,,—kv,xr+1a,..,xn).

Beschouw nu eens de speciale oplossing fj bepaald door xj=1,
xr+1=...=xj_1=xj+1=...=xn=0 voor k1 Jgn, Elke og}ossing f:m
hu dus te schrijven als een lineaire combinatie van XP+1""’XD'
Deze laatste vectoren zijn echter lineair onafhankelijk, zodat
n~-r de dimensie is van de oplossingsruimte en de algemene op-
lossing dus n-r vrij te kilezen parameters bevat. Men drukt dit
wel uit door te zeggen dat er oo 7T oplossingen zijn; als r=n
dan 1 oplossing: de nuloplossing.(vgl. blz.13). De algemene
oplossing kan met n-r parameters en niet met minder worden ge-
schreven, ‘

Opm. Uit het bovenstaande volgt ook direct, dat een willekeu-
rige oplossingsvector van het stelsel verkregen kan worden uit
een lineaire combinatie van een willekeurig (n-r)-tal lineaire
onafhankeli jke oplossingsvectoren van het stelsel. Dus:

Stelling 6,12, Is wvan een stelsel homogeen lineaire vergeli j-
kingen met n onbekenden de rang van de bijbehorende co&ffici&n-
tenmatrix gelijk aan r, dan vormen de oplossingsvectoren van

het stelsel een (n-r)-dimensionale deelvectorruimte van Rn' Uit
iedere set van n-p lineair onafhankeli jke oplossingsvectoren
kan een willekeurige oplossingsvector door lineaire combinatie
worden verkregen (als r=n treedt alleen de nuloplossing als
oplossing op.)

¢
We noemen een set van n~r lineair onafhankeli jke oplossingsvec-

toren Vﬂ”"’vh—r een volledige oplossing. Een willekeurige op-

lossingsvector V van het homogene stelsel is dus te schrijven
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in de vorm: v=k1v1+}zv2+'.'+“D—PVH—P'

Uit stelling 6.2 volgt:

1. Als van een homogeen stelsel lineaire vergelijkihgen het
aantal onbekenden n groter is dan het aantal vergelijkingen
m, dan is dus n»m en dus oak n*>r, waarbij r de rang is
van de biljbehorende co&fficiéntenmatrix,
In dit geval zijn er dus altijd oplossingen verschillend
van de nuloplossing,

2~ . Een homogeen stelsel lineaire vergeli jkingen heeft dan en
Slechts dan alleen de nuloplossing, als het aantal onbeken-
den gelijk is aan de rang van de bijbehorende coé&fficiénten-
matrix,

Ult stelling 6,3 en 6.12 volgt:

Stelling 6.13. Indien van een niet-homogeen stelsel lineaire
vergelijkingen met n onbekenden de rang van de co&€fficié&nten-
matrix gelijk is aan r en VO een oplossingsvector is (een par-
ticuliere oplossing), dan is elke oplossingsvector V van het
stelsel te schrijven in de vorm:

V = Vv +>\ V/l‘!‘kevz""ooo +7\

v
o) 1 n-r n-r’

waarbij Vﬂ”“"vﬁ-r n-r lineair onafhankelijke oplossings-

vectoren zijn van het bijbehorende homogene stelsel,

Opm. Heeft een stelsel lineaire vergelijkingen dus 1 oplossing,
dan zijn er direct ook co-~T oplossingen (zie b1z.97 ; als n=r
dan juist 1 oplossing: in geval van boven dus alleen‘V&).

Voor het geval, dat van een lineair stelsel het aantal verge-
lijkingen m gelijk is aan het aantal onbekenden n, dus als m=n,

RS

geldt de volgende belangrijke stelling:

D h - - ——. = - v—— 20 Foo

Laat een niet-homogeen stelsel lineaire vergelijkingen met het
bijbehorende gereduceerde stelsel resp. voorgesteld worden door:

n
(1) .,21 a3 4% =by (i=1,...,n) .
j= :
“n
(I1) 2:1 a3 5%4=0 (i=1,...,n),
J:




WR-A 99

en r en r' resp. de rang van de kleine en van de grote matrix
van stelsel (I) zijn, dan geldt: ‘

1°. Heeft (II) slechts de nuloplossing (d.1i. als r=n), dan is
(I) éénduidig oplosbaar.

27, Heeft (II) ook andere dan de nuloplossing, dan is Oof (I)
onoplosbaar (d.i. als r'=r+1), of (I) heeft meer dan één
oplossing (d.1. als r'=rg n- 1), en dan zelfs oneindig

veel, Gelijkwaardig hiermee is:

37. Is (I) eenduidig oplosbaar, dan heeft (II) slechts de
nuloplossing,

Bewijs: 1°, (II) slechts de nuloplossing, dan volgens stelling
6.12 rp=n. De rang van de aangevulde matrix is 2 die van de
coéfficiéntenmatrix (zie blz.89), kan echter niet groter zijn
dan m (het aantal rijen van de aangevulde matrlx) Wegens m=n
zijn de rangen van beide matrices dus aan elkaar gelijk.

Uit stelling 6.4 en de opmerking bij stelling 6.13 volgt dan
het gestelde, 2° en 3° volgen direct uit stelling 6.3.

Gellgkwaardlgheld van stelsels lineaire vergelijkingen

Twee stelsels van lineaire vergelijkingen met dezelfde onbe-
kenden Xqse..,% heten gelijkwaardig (of aequivalent), als
elke vergelijking van het eerste stelsel een lineaire combi-
natie is van de vergelijkingen van het tweede stelsel, en om-

gekeerd elke vergelljking van het tweede stelsel een lineaire

combinatie is van de vergelijkingen van het eerste (het aantal
vergelijkingen van beide stelsels mogen verschillen).

Gemakkelijk is in te zien, dat een stelsel overgaat in een
aequivalent stelsel, indien men op de vergelijkingen van het
stelsel bewerkingen toepast overeenkomstig die, e1ke in stel~
valentle treedt dus op bij toepassing van de volgende bewer-
kingen op de vergelijkingen van een stelsel:

19, Het vervangen van een der vergelijkingen door een verge-
lijking, die ontstaat door alle termen ervan met een ge-
tal A #£0 te vermenlgvuldlgen
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29, Het vervangen van een vergelljking door een vergelijking,
die ontstaat door bij elke term van de vergelijking A maal
de overeenkomstige term van een andere vergelijking op te -

- tellen, '

30, Het weglaten van een vergelijking, waarvan alle co&fficisn-
ten en de bekende term gelijk zljn aan nul,

4°, Het verwisselen van twee vergelijkingen,

Het is gemakkelijk na te gaan, dat gelijkwaaprdige stelsels
dezelfde oplossingen moeten hebben,

Als we dus van een stelsel lineaire vergelijkingen de kolommen
van de grote matrix schoonvegen door toepassing van bewerkingen
genoemd in stelling 6.7, dan herleiden we deze matrix tot een
andere, die behoort bij een stelsel lineaire vergeli jkingen
aequivalent met het oorspronkeli jke steléel. Zodoende kunnen
we nadat de matrices geschikt vereenvoudigd zijn op eenvoudiger
wijze:
1°. Met behulp van stelling 6.5 constateren of het stelsel

strijdig is of niet:

Als r' = rang grote matrix en r=rang kleine matrix, dan

geldt:

r'=r: het stelsel is oplosbaar.

r'=r+1: het stelsel is strijdig: geen oplossingen.

29, Met behulp van het verkregen aequivalente stelsel verge-
11jkingen de oplossingen bepalen, zo deze er zijn,

Het volgende voorbeeld moge dit toelichten,

Vb, Gevraagd voor verschillende waarden van a het volgende
ttelsel vergelijkingen op te lossen:

X,i + x2 + x3 = _
2x4 + (1-a)x, + 2xy = a2
Xy - X, +2ax3 = lda+

Oplossing: Beschouw de grote matrix (waarin begrepen d% kleine
matrix links van de verticale streep):

&
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1 1 1 1 1 1 1 1
2 1-a 2 a+2 }=»={ 0 -1-a 0 a
-1 =1 2a |4a4 \ 0 0 R2a+iilase

(SchoonVegen van de eerste kolom met de eerste rij.)

Stel a#-3. Deling van de laatste rij door 2ai1 geeft
1 1 1 g
0 -1-a 0 a .
0 0 1 2
Een met het oorspronkelijke stelsel aequivalent stelsel ver-

gelijkingen is voor a#-5 dan:

x1 + x2 + x3 = 1
-~’}+a)x2 = a
X, = 2 .,
3

_ . “ . _ 8 an v mdey e
Dus x3—2. Als a tevens #£-1, dan Xy== g oD X =1-%, X3= Trg -

E

. Ch e 1
Dus als a#-4 en #-1, dan één oplossing: X4== arg o Xp=-

1+a ’
x3=2. 1
De gevallen a=-3 en a=-1 dienen apart te worden beschouwd;
0] . . - s
17, a=-3 dan x_=1 en X =-%3. In dit geval is r'=r=2, Er zijn

oneindig veel oplossingen (001). Elke oplossingsvector X kan
worden voorgesteld door X = (0,1,0) + A(1,0,-1) = (A,1,-2);
vgl., stelling 6.13,

(0,1,0) is een particuliere oplossing van het stelsel, terwijl
x=2(1,0,-1) de algemene oplossing is van het bijbchorende ho-
mogene stelsel (als a=-%). De eindpunten van de oplossings-~
vectoren X van het gegeven stelsel liggen op de rechte 1lijn
door het punt (0,1,0) met richting (1,0,-1); parametervoor-
stelling: Xx=(0,1,0)+ 2(1,0,-1).

o . 4 NN 4 .
2. a=-1, Het stelsel is strijdig. Immers in dat goval is
r'=3 en r=2, Dus geen oplossingen,

Samenvattend:

o i CHURPR ¢ 2
1°. a#-5 en tevens #£-1: stelsel eenduldig cplosbaar: één oplos-
. vy i a 3 . . .
sing: x=(- TIE ° T Tig 52), Meetkundipe betekenis: de grie

'plaﬁxe vlakken in RB’ voorgesteld door de drie vergeli jkingen

van het stelsel, gaan door 4 punt.

29, a=-1: stelsel oplosbaar: w1 oplossingen: x=(0,1,0)+A(1,0,~1).
Meetkundige betekenis: de drie platte vlakken hebben een rechte
1ijn gemeen, waarvan deze oplossingsvergelijking de parameter-
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voorstelling is.
30.,a=~1: stelsel strijdig: geen oplossing. Meetkundige

betekenis: onder de vlakken zijn twee evenwijdige vlakken,

die dus geen punt gemeen hebben.

We hebben gezien, dat geiijkwaardige stelsels. dezelfde op-
lossingen hebben. Het omgekeerde is voor niet-homogene stel-
sels niet algemeen waar: bijv. in geval de beide stelsels
onoplosbaar zljn en niet gelijkwaardig. We kunnen echter wel

bewijzen, dat geldt

Stelling 6.15, Hebben twee stelsels van lineaire homogene
vergelijkingen dezelfde oplossingen, dan zijn ze gelijkwaar—

dig.

Bewijs: Zijn de stelsels (I) en (II), dan vormen we uit (1)
een nleuw stelsel (III) door er een willekeurige vergelijking
van (II) onder te schrijven. De rang van de co&fficiénten-
matrix kan hierdoor niet veranderen omdat de oplossingsruimte
nlet verandert. De onderste rij moet dan een lineaire combi-
natie zijn van de overige rijen, Dus elke vergelijking van
(II) is een lineaire combinatie van de vergelijkingen van (I),
hetgeen ulteraard ook omgekeerd geldt,

Voorbeelden
1. Voorbeeld ter toelichting van stelling 5.13:

Bepaal alle oplossingen van het stelsel:
BX,I + 5x2 = 13

~2X1 - 2X5 = X, = =9

no

) .
Z!X —BX,) = - s
J

N

als reeds bekend is, dat VO = (1,2,3) een oplossing is,

Opl.: We schrijven eerst alle oplossingen van heyg bijbehorende
gereduceerde stelgel op. We zien eenVoudig in, dat voor zo'n
oplossing geldt: 4x2=3x3, 3x1=-5x2, zodat de algemene oplossing
van het gereduceerde stelsel geschreven kan worden als
71= h(5,~3,-4). De algemene oplossing van het gegeven stelsel

S

dus

V=Tt =(152,3)+ A(5,-3,-4) of =(145%,2-32,3-k).

Meetkundige interpretatie: De oplossingsvectoren X in R. be-
palen een lijn 1, die zaat door het punt (1,2,3) en die even-

i
X=
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wijdig is aan de vector (5,-3,-%) in R,; de parametervoor-
stelling van deze 1ijn wordt gegeven door de oplossing van
het stelsel: x=(1,2,3)+ A(5,-3,-4). De drie vergelijkingen
van het gegeven stelsel zijn in R3 de voorstellingen van
drie platte vlakken, die gaan door de rechte 1. De vlakken
zljn dus vlakken van een vlakkenwaaier (zie blz.EO):.inder—
daad is 2(3X +5x5-13) + 3(—2x1-2x2—x3+9) = Ux p=3%3+1.

Opm. In plaats van de vector ¥ =(1 2,3) hadden we in de op-
lossing een willekeurige andere op10581ngsvectov van het
gegeven stelsel kunnen nemen.

2. Voorbeeld ter toelichting van stelling 6.12:
2
2a%x, + 4x2 + (a+1)x3 =0

ax, + 2x = 0

1 2 3

xq + 2x2 + ax3 =0 .

Bepaal voor verschillende waarden van a de dimensie van en

+ X

een lineair onafhankelijke basis voor de deelruimte der op-

3 )

OpJ.: We herleiden de co&fficiéntenmatrix van het stelsel als

lossingsvectoren in R

volgt tot aequivalente matrices (d.z. matrices van dezelfde
rang) :

22° & as1\ f2af-2a 0 a1 ale (2 o 1
' a#l 2
a 2 T Je} a-1 0 -a#+1 . 2a"-a-1 O 0 =
1 2 a 1 2 a 1 2 a
2a . o 1
(a=1)(2a+1) 0 o0 .
1 ' 2. a

Vle onderscheiden nu de volgende 3 gevallen (in verband met
de aanname a#1 in de herleiding, en het element (a-1)(2a+1) in
de laatste matrix):

19, a#1, #-%. Dit geeft r=3. In dit geval heeft het stelsel dus

allecn de nuloplessing (n-r=3-3=0), .

20.@a=—%. Dit geeft r=2. De oplossingsruimte is 1- d1m°081onaal
(ner=3-2= =1, oo/l oplossingen), en wordt gevormd door de vec-
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toren Eﬁ(xq,x2,x3), waarvoor ~X,4%3=0 en x1+2x2-%x3=0,
zodat X= A(4,-1,4), Een basisvector van de oplossings-
ruimte is dus (4,-1,4). De onbekenden x,l,xg,x3 hebben

in dit geval de vaste verhouding 4:-1:4,

3. a=1. Dit geeft r=1. De oplossingsruimte is 2-dimensionaal
(n-r=3-1=2, 2 oplossingen), en wordt gevormd door de
vectoren EE(Xq,Xg,XB), waarvoor x1+2xg+x3=0, zodat
Eé(xq,xg,XB) = (xq,xz,-x1~2x2)=x1(1,0,-1)+x2(0,1,-2)=

=11(1,O,—1)+ A,(0,1,-2). Een lineair onafhankelijke basis
voor de oplossingsruimte wordt dus bijv. gevormd door de
beide vectoren (1,0,-1) en (0,1,-2).
Meetkundige interpretatie:
In 1°: de drie vlakken, voorgesteld door de drile vergelijkin-
gen van hef stelsel, gaan door 1 punt (de oorgprong). In 20
hebben de drie vlakken een lijn gemeen door de oorsprong in
de richting (4,-1,4); ze behoren tot een vlakkenwaaier met deze
1ijn als drager. In 30 vallen de drie vlakken samen,

3. Los op het stelsel:

{ X1 + 2x2 - x3 =

2x1 + 4x2 -3%3 = 0.

Opl.: Direct is duidelijk, dat X3=2. In verband met X1+2X2=3
is de algemene oplossing dus X = (Xq,Xg,XB) = (3-2X2,x2,2) =
= (3,0,2) + 25(-2,1,0) = (3,0,2) +2(-2,1,0). De vector (3,0,2)
is een particuliere onlossiig van het stelsel, terwijl
A(-2,1,0) de algemers oplocsing van het gereduceerde stelsel
is. (Stelling 6.13). Gf X, of x, is willekeurig te kiezen

(oo’1 oplossingen); %y is echter vast (=2). Dit houdt verband
met het feit, dat van de paren kolomvectoren van de co&ffi-
ciéntenmatrix van het stelsecl (; E :;) het paar gevormd
door de eerste twee lineair afhankelijk is en de beide andere

paren lineair onafhankeli jk,
¢

Opmerkingen

19, Uit het begrip "rang" van een matrix volgt direct, dat
m vectoren ieder met n kentallen, dus liggende in een Rn’
dan en slechts dan een lineair afhankelijk stelsel vormen,




2O

3O

40,
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als de rang van hun matrix (d.i., de (m,n)-matrix bestaan-
de uit m rijen met iedere rij de n kentallen van elke
vector) kleiner is dan m. Gevolg: n+1 (of meer) vectoren
in een Rn vormen steeds een lineair afhankeli jk stelsel,
in overeenstemming met stelling 3.6,

E1k lineair onafhankelijk stelsel vectoren waarvan elke

vector een lineaire combinatie is van een gegeven m-tal
vectoren, kan hoogstens m vectoren bevatten (gevolg van
stelling 3.10). Dus hebben we meer dan m lineaire combi-
naties van m vectoren, dan vormen deze combinaties altijd
een lineair afhankelijk stelsel.

We spreken ook van lineaire (on)afhankelijkheid van vepr-

gglgggggggg, m vergelijkingen van een homogeen lineair
stelsel heten afhankelijk resp. onafhankelijk als de m

vectoren gevormd door de co&ffici&nten van elk der vergelijkin-
gen een lineair afhankelijk resp.- een lineair onafhanke-

1lijk stelsel vormen.

Stellen we de vergelijkingen van het stelsel kortweg voor

door: L1=O L2=O,...,L =0, dan zijn deze vergelijkingen

dus afhankelijk, als er een identieke betrekking van de

VOPm : fam

bestaat, waarin niet alle =2's gelijk zijn aan 0. Bestaat
deze betrekking alleen voor 11 mg_ =N =0, dan heten de
vergeli jkingen onafhankeli jk, Ook spreekt men van lineaire
(on)afhankelijkheid der linkerleden, de lineaire vormen
Lyse.. L, (zie blz.53 e.v.) volgens dezelfde definitie,

De begrlppen afhankeli jk en onafhankelijk kunnen we ook
definiéren voop niet-homogene lineaire vergelijkingen. We
beschouwen dan van een stelsel niet-~-homocgene vergelijkin-
gen de op nul herleide (door de rechterleden naar het lin-
kerlid te brengen) vergelijkingen van dat stelsel en passen
op deze bovénstaande definities toe voor afhankelijkheid
en onafhankeli jkheid, geldig voor een homogeen lineair

stelsel,
{

Doop herleiding van een gegeven stelsel lineaire verge-
lijkingen tot een van eenvoudiger gedaante (schoonveeg—

reductieproces) waren we in stast op eenvoudige wijze de
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oplosbaarheid van het stelsel vast te stellen en in geval
van oplosbaarheid de oplossingen te bepalen,

Uit theoretisch standpunt is het van belang op te merken,
dat met behulp van determinanten eveneens eenvoudige Op-
losbaarheidsvoorwaarden en oplossingsmethoden kunnen wor-
den gegeven. De theorie der determinanten, die hieraan
ten grondslag ligt, zal in de volgende paragraaf worden
behandeld.

Opgaven

1) a) Vormen de elementen uit iedere rij van een matrix een
rekenkundige reeks, dan is de rang van die matrix hoog-
stens 2., Bewijs dit.

b) Bepaal a,b en ¢ zo, dat het stelsel:

[ X+ Yy +2 +u=0
X+2y +3z +U4u = 2

| 2x+3y +4z +5u = a
5%+7y +9z +11u= b

{ Tx+10y+132+16u= ¢

oplosbaar is. Bepaal de algemene oplossing.

2) Heeft een (m,n)-matrix A de rang r, dan bestaat er een
matrix X van de rang n-r, zé dat AX=0, doch niet een
matrix X van hogere rang, die aan deze vergelijking vol-
doet. Bewijs dit.

3) Bepaal voor alle waarden van a en b de oplossing(en) van
het stelsel vergelijkingen:

X+ 2y +4z =0

2x + ay + 8z =0

bx + y + 22 =0 (examen 1959) ,
k) Gegeven is, dat het stelsel vergelijkingen:

bd

il
o

p + 3x2 + X3 + 2x4
X5 +bx3 + Xy
X, ot 4x2 +3x3 +ax) = -b

X1 + 2x2 - x3 + X4 =

&

il
(@)

H

tenminste 2 bplossingen heeft. Bepaal a,b en de oplossingen
in vectorvorm,
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5) Gegeven is, dat het stelsel vergelijkingen:

X, + ax

/]

2

2%, + (a+’1)x2 + (a-’l)x3

(a-1)x2

i

0
0
0

oplossingen ongelijk de nuloplossing bezit. Bepaal a en

een linealr onafhankelijke basis voor de oplossingsruimte.

6) Gevraagd te onderzoeken voor welke waarde(n) van a de

volgende stelsels strijdig zijn, oplosbaar en eenduidig

oplosbaar. In de laatste twee gevallen worden de oplos-

singen gevraagd:

a)f

{

1
\

3}{,l - X

/]

2

X + 3x2 +2x

3%, + 4x2 +ax

1x + ax

/‘

2

+hx

3

5 =
5 =

7) Bepaal de waarde(n)

king

2%
ax
2%

meer
oplo

ens

+ 9ay + =z
+ 2z
+3a7

+ 3y

It

i

il

) |

2x,l + x2 - 3%

4x1 +ax, - 6x

3
3

3a+1
2a+10

van a, waarvoor het stelsel vergelij-

100
12a

1w

3a

dan één oplossing heeft. Geef bij de gevonden a de

ssingen,

8) Los op het stelsel vergelijkingen:

bx,l + X

en beschouw alle gevallen, die zich kunnen voordoen,

9) Los

X, + ax

1 2

2

op:

4-

+

X

3
3

CcX

x,l + x2 + 2%
e X, F 5X2 + Ux

—2X1+10X2

3X1 + 7x2

+ 3%
+ 8x

I

3
3
3
3

/]
1
1

+ 3X4
+ 5X}+

I

.




10)

11)

12)

13)

14)

15)
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Gegeven het stelsel:

1 a2x,l - 4x + 2x3 2% =0

‘ axq - 2X o+ x3 I 0
X, + 2x + ax3 =0

\ x, + XB ¥ Xy = 0,

Bepaal voor verschillende waarden van a de dimensie van
en een lineair onafhankelijke basis voor de oplossings-
ruimte.

Van het volgende stelsel is bekend, dat het twee vep-
schillende oplossingen heeft.

Xy Xy - ax3 = -
2x1 + x2 +23x3 = 7
v 3}:,1 +2%, + 4x3 = 3,

Bepaal a en de oplossingen,
Hetzelfde vraagstuk maar dan voor het stelsel

xq - X5 3x3 = 1
X, +aX, + 4x3 = a-1
x,I - Xy F ax3 =1,
17 2 3 8
Gegeven(a 1 =1 —’1) heeft de rang 2. Bepaal a en b,
O b 25 2 a 3 b
Evenzo voor de matrix ( 17 0 a 3 ) .
-1 2 1 1

Heeft een stelsel lineaire vergelijkingen de oplossingen
- — . [,
x en x" en is X! + X" ook een oplossing, dan is het stel-

sel homogeen., Bewijs dit.

Bewijs dat stelling 6.15 ook voor inhomogene stelsels
geldt, als aan het gegeven wordt toegevoegd, dat ze min-
stens één oplossing hebben.

Bewigs, dat als een stelsel vergelijkingen strijdig is
a) de rang van de kleine matrix kleiner is dan het aantal
vergelijkingen;

b) de vergelijking O=1 een lineaire combinatie is van de
‘vergelijkingen van het stelsel.
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16) Zij gegeven de matrix-vergelijking AX=0 met A=(m,n)-matrix
en X een kolom bestaande uit n elementen, als onbekende.

1) Toon aan, dat de oplossingsruimte identiek is met de kern
van de bij de matrix A behorende transformatie A (zie
blz.62).

2) Leid uit stelling 6.12 een bewijs af van stelling 4.4,

—— o

8 7 Determinanten

Inleiding: ZiJ gegeven 2 vergelijkingen met 2 onbekenden:

31 .'X_,"-l- 32 X2 = a5

(7.1)

|
o
-

en wordt gevraagd deze vergelijkingen op te lossen, dan vindt
men, als a,b,-asb, # 0 ondersteld wordt, als oplossing:

aby-a b a bz-azb
(7.2) X1'é3b2—a2b) s Ro= Ei% py bl ’
1Pp=8s04 1Pp "800

De uitdrukking aqbg-aebq in de noemers van 7.2 speelt bij het
oplossen van het stelsel (7.1) een bijzondere rol. Voor deze
uitdrukking voeren we een andere schrijfwijze in:

a

a
172
bq b2 is het symboolvoor de uitdrukking a4b2'a2b4°
a, a
Men noemt dit getal de determinant van de (2,2)-matrix 1.2 o
T by by

Ook de tellers van de rechterleden van (7.2) zijn nu in deter-
minant-vorm te schrijven en wel geldt:

as ap a4 2
b3 bg = azbg-aeb3 en b1 bj = a1b3—a3b4 s

a, 2,
zodat als weer |, . # 0 ondersteld wordt, de oplossing (7.2)

1 72
van het stelsel (7.1) ook te schrijven als quoti&nt van determi~

nanten: *
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a, a

85 8o 1 %3
' _IP5 Pal _ P Ps]
. 2 X s X o
(7 ) 1 a, 2 a, a
&1 %2 1 %2
b, b, b, by

Met behulp van determinanten kan de oplossing dus zeer eenvou-
dig worden genoteerd.

Wenst men het stelsel van 3 vergelijkingen met 3 onbekenden:
a1x4+a2x2+a5x3=a4
(703) b,‘X,]+b2X2+b3X3=b4
cqx1+02x2+c3x3=04
Oop te lossen, dan kan dit gebeuren door eliminatie van eerst een
en daarna nog een tweede onbekende. Het is echter ook mogelijk
twee onbekenden tegelijk te elimineren. Doen we dit met de onbe-

kenden X, en xj, dan proberen we twee getallen p en g te vinden,
die voldoen aan:

: , a,pt+b.q=c
(7.%) { a2p+b2<J=c2
3773 73
(7.4) is nu van dezelfde vorm als (7.1), zodat als
a Dy :
a b # 0, volgens (7.2) , geldt:
373
s be‘ 8y Cp
_ 1% 05 _1%5 %51
p = a~ D ’ 9 =737
2 72 2 72
b |
a3 3| a3 b3
Aangezien (aqp +b4q-eq)x1=a4p+b4q—04 geldt:
o by 8y S ay by cy by 8y Cp a5 by
> c. b P a_ ¢ " a, b 1Ay co oo tPula. ool "Culal b’
273 3 73 3 73 373 3 73 )
'c b b~ b a~ C a~ a a~ b a. a-
Daar 02 b2 . 02 05 , a2 C2 _ 02 05 en a’2 b2 - b2 . geldt
3 3 2 73 373 2 73 373 2 73 . .
eveneens: ,
b~ Db a~ a a, a b, b a a
2 P3 2 %3 2 2 P3 2 83 |8 &
(7.5)(a ' - b +e X, =a -b 1 .
1 Co 03 1 Co 03 1 b2 b3 1 4 Cp 03 4 Co 03 o hz
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We definisren nu op dezelfde wijze als bij een (2,2)-matrix
a

e ) ) . 2y 2
de determinant van de (3,5)-matr1x b by, b3 , als de co&ffi-
c1 Cs 03 '
cignt van x, in het linkerlid van (7.5):
a, a,a
1 8p8s b, b a, a
(7.6) | by by by [=a,l 2 2| b, |2 Jl+e "2 %30
| 5 |7 ep eg| T|ep o 1[b, b
C, Ch C 5
1 72 73
_aquCBa aECg- 2b 03+a3b102+a2b3 ,‘-a3b2 13 zodat
n 8283
(7.7) Xy =5 » en analoge uitdrukkingen voor X, en
1273 X,, mits het getal in de noemer £ 0
by by B3 3
c. o o wordt verondersteld (vergelijk
1 %2
2 (7.2)").
Opm, Sarrus gaf een Eeggl aan om direct de determinant van
een (3,3)-matrix a b 01 op te schrijven. . Jij stelde name-
2 2 2 o
%3 3 €3

liJk het volgende schema op

aji§§2§?<zj/i

no

AN
o

~
A N

2 q %2
en vormde er de 6 door de lijnen aangegeven producten uit., De

2 ©3

de andere drie het teken -, in overeenstemming met het laatste

drie producten in de richting a4 b krijgen elk het teken +,

1id van vgl., 7.6.

We gaan nu over tot de algemene definitie van een determinant van

een vierkante n-matrix (zgn. determinant van de n® orde), Daarna
zullen we in deze paragraaf enige determinanten-theorie ontwik-
kelen en vervolgens deze theorie toepassen o.a. bij het oplossen
van stelsels lineaire vergelijkingen.

Om tot een eenvoudige uitdrukking te komen voor een deterfminant

van de n° orde, voeren we eerst het begrip permutatie in.
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Beschouw hiertce een eindig aantal bijv., n elementen. Deze ele-
menten kunnen we op verschillende wijze in een rij rangschikken,
Onder een permutatie van de n elementen verstaan we nu een

zekere rangschikking van deze elementen. Zo bezitten bijv. 3

1aga3, a3a1a2, a2a3a1,
a2a1a3, a,]aBa2 en a3a2a1. Zijn de elementen zoals hier genum-

merd, dan kunnen we ons tot getallen-permutaties beperken, dus
bij 3 elementen tot de zgn. 3-permutaties: 1 2 3, 312, 231,

elementen 84,85 en a3 de 6 permutaties a

213, 173 2en 32 1 (bij n elementen spreken we van n-permu-
taties). Twee willekeurige getallen in een getallenpermutatie
vormen een inversie, wanneer het grootste getal in deze permuta-
tie vddr het kleinste staat.

Zo heeft bijv. de S5-permutatie 2 3 5 1 4 de 4 inversles 2 1,
31, 5 1en 5 4, Analoog voor een permutatie van n elementen
aq,...,an: een tweetal elementen in een permutatie

au1 a&2 o %un van aq,...,an vormt een inversie, als het ele-
ment met hogere index voorafgaat aan die met lagere index., Ook
hier kunnen we ons weer beperken tot de getallen-permutatie

L o v By der indices gevormd uit de getallen 1,2,...,n.

Men noemt een permutatie even als het aantal inversies in de
permutatie even is, anders oneven (nul is per definitie even,
zodat de permutatie 8y 85 .. &, waarbij dus de indices in de
natuurlijke volgorde, even is; men spreekt in dit geval wel van
de grondpermutatie). Zo is bijv. de permutatie 51253.3&15a,1alL even,
daarentegen a3a5a4a,]a2 oneven,

Twee even of twee oneven permutaties heten van dezelfde soort

(of pariteit); een even en een oneven permutatie van verschil-
lende soort (of pariteit).
Eenvoudig is in te zien, dat permutaties de volgende eigenschap-

pen bezitten:

a) Verwisselt men in -<en permutatie twee opeenvolgende elementen

(ook wel gehe“en het uitvoeren van een transpositie) dan gaat
. .21i] loneen permutatie over van de andere soort.

b) Verwisselt men in een permutatie twee willekeurige elementen,

dan&gaat Zij eveneens in een permutatie van de andere soort.
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over,
e¢) Er zijn evenveel even als oneven permutaties.

Met behulp van het begrip permutatie geven we nu de definitie
volgens Leibniz van de determinant (van de n® orde) van een

n-matrix A:

Eerste determinantenregel: Onder de determinant van een n-ma-

trix A (algemeen element aik) verstaan we het eindresultaat (i.h.a.
een getal) verkregen volgens het volgende voorschrift: '

Vorm alle n! producten van n factoren, die een element uit
iedererijeneen element uit iedere kolom van A als factor be-
vatten. Rangschik de factoren van ieder product naar de rij-
en in de natuurlijke volgorde. Voorzie het product van het
teken + of het teken -, al naar de kolom-indices een even of
een oneven permutatie vormen. Tel daarna de resultaten op.

Notatie voor de determinant van A: det A, det(A), d(A) of |Al

In formule: g oo a,‘n
(7.8) det A(=det (A)=d(A)=]al)s -
. . an,l o 0o ann

J
=§:04) o, P2

De som wordt uitgestrekt over alle permutaties Ky R woe By
der getallen ’15_2,,,,,1@° Een bepaald product in deze som krijgt

2 e & o no(‘

het teken 7(~)J, waarin j het aantal inversies is in de getallen-
permutatie gevormd door de kolomindices van de a's in dit pro-
duct. Zo kunnen wg voor det A dus ook schrijven

det A =ngna~ 'ﬁ' a
i=1

alle permutaties 64 ces 6, Van de getallen 1,...,n. De tekenfinc-

tie sgn ¢ is 1 of -1 al naar de permutatie ¢ (i) even of oneven

16 (i)” waarin de som zich uitstrekt over
is.

Opm. 1) De bovengegeven definities van de determinant van de o€
en 3% orde zijn bijzondere gevallen van (7.8). (een 1-

matrix bevat slechts 1 element en de waarde van de deter-




2)

3)

%)

5)
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‘minant vih deze matrix is juist dat element.

Schrijf alle 4 { =24 producten op van de determinant van
een 4-matrix voorzien van het goede teken en controleer
hierbij de bovengegeven permutatie-eigenschappen a-c,

Het is duidelijk, dat men met behulp van de eerste deter-
minantenregel alle producten, die nodig zijn om een
determinant van de n® orde te berekenen, in het algemeen
verkrijgt door de kolomindices alle n-permutaties te la-
volgorde, bijv. de natuurlijke volgorde.

Dan ontstaan inderdaad n ! producten, waarvan de helft
het teken + en de helft het teken - krijgt,

De definitie van de determinant van een matrix geldt
alleen voor vierkante matrices. Aan niet-vierkante ma-
trices wordt geen determinant toegevoegd.

De elementen van een matrix behoeven niet juist getallen
voor te stellen, Voldoende is het, dat de elementen van
dien aard zijn, dat de bewerkingen optellen, aftrekken
en vermenigvuldigen kunnen worden uitgevoerd en de ge-
wone rekenregels gelden (bijv. functies van een of meer
veranderlijken). Tenzij andere vermeld zullen wij in het
volgende evenwel aannemen, dat de elementen getallen
voorstellen,

Hoewel de determinant van een matrix bestaande uit ge-
tal-elementen, niets anders is dan een getal, spreken

we toch van een rij of van een kolom van de determinant,
daarmee bedoelende die bepaalde rij of kolom van de ma-
trix, waarbilj de determinant behoort, Evenzo spreken we
van rij- en kolomvectoren van een determinant, (het aan-
tal rijen (= aantal kolommen) van een determinant, d.i.
de orde van de determinant, noemt men ook wel de graad
van de determinant,).

Verwisselen we 1n een product van de determinantvorm twee facto-

ren, dan gaat volgens eigenschap b) der permutatiesop blz, 112

zowel de permutatie van de rijindices, als die van de kolomindi-
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ces in een van een andere soort over. Zijn de rijindices in de
natuurlijke volgorde (even permutatie), dan krijgt dit product
volgens de eerste determinantenregel het teken + dan wel het
teken -, al naar de permutatie der kolomindices even of oneven
is, zodat we komentot de volgende regel:

Iweede determinantenregel: Onder de determinant van een n-matrix
A (algemeen element aik) verstaan we het getal, dat berekend
wordt volgens het volgende voorschrift:

Vorm alle n! producten van n factoren, zodanig dat in elk
product een element uit iedere rij en een element uit iedere
kolom van A als factor optreedt. Voorzie het product van het
teken +, als de rij- en kolomindices permutaties van dezelfde
soort vormen, anders van het teken -. Tel de resultaten op.

In formule:
a/] Q ©

(7.9) det A = E
a

/‘

e &
1 P
+J

= ("/l)l a a8 o0 a0l .

cev By L Uy By eopo Tuy, By

n n

De som wordt uitgestrekt over alle permutaties ﬁ,1ﬂ2 ,a./an
der getallen 1,...,n. Omdat n! producten gevormd moeten worden,
houden wij bij alle producten de permutatie a1<x2,..¢xn vast

aa e B & al
e %1Pq ®ofo “nfn
krijgb het teken (=) J, als i resp. J het aantal inversies voor-
stelt in de getallen-permutatie Mg Rpeee & (vast) resp.
ﬁ,‘ /32,.., A, (lopend).
Willen we in de som in het rechterlid van (7.9) niet alleen de
"B 's doch ook de a's alle p-rmitaties der getallen 1,...,n laten
doorlopen, dan mcct 7o Aan —crkregen som nog gedeeld worden door

(echter wel willekeurig). De term a

n..
Opm, Een term van een determinant is een der producten met be-

hulp waarvan de determinant volgens de eerste of de tweede
determinantenregel berekend wordt, zonder teken.

Uit de tweede determinantenregel volgt direct, dat bij de bereke-
ning van‘een determinant de rijen hierin volkomen dezelfde rol

spelen als de kolommen, zodat
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Stelling 7.1 De determinant van een matrix verandert niet als
men de matrix wentelt om zijn hoofddiagonaal (dus bij verwisse-

ling van overeenkomstige rijen en kolommen). In formule:

(7.10) det AT = det A.

Vanwege de symmetrie in de tweede determinantenregel geldt boven~
dien, dat iedere stelling die voor de rijen van een determinant
bewezen is, noodzakelijk ook voor de kolommen geldt, en omge-
keerd. De stellingen, die we in het volgende zullen formuleren
voor rijen en ook voor kolommen, zullen we daarom in het alge-
meen slechts behoeven te bewijzen voor de rijen of voor de ko-
lommen alleen.

ot wwy e e e G G n . o an W e

een zekere rij (kolom}van A voor door X en laten we de andere
rijen (kolommen) constant, dan is de determinant van A een homo-
gene lineaire functie van de kentallen XqsXpseoesX, Van E} dw.2z.
voor te stellen door

det A = f£(x4,...,% ) = £(X), waarbij geldt:

(7.11) £(x+7) = £(X) + £(¥).

{ £(a x) = A £(X)

Hieruit volgen de volgende stellingen:

Stelling 7.2 Vermenigvuldigt men alle elementen van een ri}j
(kolom) van A met n , dan wordt det A met » vermenigvuldigd.

Opm.1) Een gevolg is, dat een determinant met een rij (of kolom)
nullen, gelijk is aan nul.

2) Vermenigvuldigt men alle elementen van een n-matrix A
met A , dan wordt elke rij met A vermenigvuldigd, zodat

(7.12) det (A A) = 2™ det A.

Uit deze vergelijking volgt dat voor een alternerende ma-
trix A van oneven orde n geldt: !

det A=det AT=det (-A):(—ﬂ)ndet A=-det A, zodat det A=0
en dus: de determinant van een alternerende matrix van
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oneven orde is nul.

Stelling 7.3 Is een rij (kolom) van A de somvan twee vectoren
a en b, dan is det A de som van de determinanten der matrices,

die uit Aontstaan, door die rijen (kolommen) achtéreenvolgens
door a en b te vervangen.

Stelling 7.4 Verwisselt men in een matrix twee willekeurige

rijen (kolommen), dan gaat de determinant van de matrix in
Zzljn tegengestelde over.

Bewijs: Verwisselen we twee rijen van de matrix A met elkander,
zodat een nieuwe matrix A’ ontstaat, dan merken we op, dat elke
term van det A ook voorkomt als term van det A' en omgekeerd.
Voorts geldt volgens de determinantenregels, dat iedere term in
det A het tegengestelde teken krijgb als diezelfde term in detA',
Dit op grond van de eigenschap b) der permutaties op blz.112,

Beschouwen we het bijzondere geval, dat de matrix twee gelijke
rijen (kolommen) heeft , dan volgt uit stelling 7.3 bij verwis-
seling van de twee gelijke rijen (kolommen):

det A = -det A' = -det A, zodat det A = O en dus:

Stelling 7.5 De determinant van een matrix met twee gelijke
rijen (kolommen) is nul.

Uit de stellingen 7.2, 7.3, en 7.5 volgt nu:

Stelling 7.6 Telt men bij een rij (kolom) van een matrix een

andere rij (kolom) vermenigvuldigd met een getal a op, dan be-
houdt de determinant van de matrix dezelfde waarde .

Stelling 7.7 Vormen de rij (kolom)-vectoren van een matrix een

linealr afhankelijk stelsel, dan in de determinant van die
matrix nul.

0O 6a 3b
Vb. | -a O ¢ |= 0, want ¢(0,6a,3b)-3b(-2a,0,¢)+3a(-b,-2¢,0)=0;
~b ~2¢ 0 (als a=b=c=0 volgt direct: det is 0).
€

Uit stelling 7.7 volgts
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Stelling 7.8 1Is de waarde van een determinant ongelijk aan
nul, dan vormen de rij (kolom)-vectoren een lineair onafhan-
kelijk stelsel.

Deze stelling is ook omkeerbaar:

Stelling 7.9 Als van een determinant de rij (kolom)-vectoren
een lineair onafhankelijk stelsel vormen, dan is de waarde van

de determinant ongelijk aan nul.

Bewijs: We bewijzen de stelling uitgaande van lineair onafhan-
kelijke rijen. Stel de rijen van det A (van de n® orde) voor
door Ea,gé,,,,,gh, Deze vormen volgens het gegeven een lineair
onafhankelijk stelsel en dus een lineair onafhankelijke basis

—

voor een Rn' We gaan nu de basisvectoren 31,62,,e,,€h in deze
basis uitdrukken. Stel <at voor e, geldt:

34 = m1£ﬂ+'h25é+ ,,°+'hr§}+ ,,,+7xn§ha Minstens één der A's
moet # O zijn, stel A,# 0. Vervangen we nu in A de r® rijvector
door 54, dan blijkt op grond van de stellingen 7.2 en 7.6, dat
de nieuwe matrix een determinant heeft, waarvan de waarde gelijk
is aan ‘mr X det A.

Deze nieuwe determinant heeft weer n lineair onafhankeli jke rij-
vectoren. Een der rijvectoren (# 54) vervangen we nu in deze
determinant door e €5 is een lineaire combinatie van
aq,a2,o.o,ar_q,eq,ar+1,..;,an, Ee determinant, die nu ontstaan
is, bevat dan twee rijen e, en e,. Op deze wijze voortgaande,
kunnen we alle rijvectoren uit det A vervangen door de basis-

vectoren uit Rno Door eventuele verwisseling van rijen blijkt

tenslotte: 1 0 ~mcmmm— 0
det A = constante x | 0 1 0 =-=--- 0| _ constan-
e 0 6 0 ¢ 0 0 0 6 ® 0 O & O te°

0 ~===m-- 0 1

1
De constante)is £ 0, dus det A £ 0 qg.e.d.

Gevolg:

Stelling 7.10 Als de waarde van een determinant gelijk ls aan
‘nul, dan vormen de rij (kolom)-vectoren van die determinant een

lineair afhankelijk stelsel.

et e e v o - - ——

1) zijnde een product van factoren # O,




WR-A 119

De stellingen 7.7 t/m 7.10 geven samengevat:

Stelling 7.11 De rijen (kolommen) van een determinant vormen

dan en slechts dan een lineair onafhankelijk stelsel, als de

waarde van die determinant ongelijk is aan nul.

Deze stelling kunnen we nog een andere vorm geven. Aangetoond
kan namelijk worden dat geldt:

Stelling T.12 Een vierkante matrix is dan en slechts dan sin-

gulier als de bijbehorende determinant gelijk is aan nul.

Bewijs:1) Zij A een n-matrix, dan bewijzen, dat uit det A=0

2)

volgt, dat A geen inverse heeft, Om dit te bewijzen
merken we op, dat de kolomvectoren van A, die we
n’ volgens stelling 7.11
een linealr afhankelijk stelsel vormen. Minstens een
dier vectoren is dan in de andere uit te drukken:

Stel Vr,:: 7\,]V,‘+o o ot Xr_qu_,“l- 7\r+,‘Vr+1+e ° n+7\ nVn )

voorstellen door 71,72,,,0,5

Interpreteren we A als een homogene lineaire (n,n)-
transformatie dan geldt voor de transformatie van
de basis-vectoren:

V,|= Ae,‘ 5V2=A82, oo e s s 0 s0 00 ,Vr=Aer, o 0 0 ,Vn——-Aen, ZOdat

”:'-”: e o 0 o e .\ e o8 o e °
Aer v, A(mqe4+ +mr—1er-1+'r+4er+1+ +mnen)

Stel A heeft een inverse A-q, dan geldt dus

o

+oo °+7\.ne 2

— N - — —
- A == .
er A er qu44,°°+%T_4er_4+k n

41141

zodat de basisvectoren dan afhankelijk zouden zijn,
m.a.w. A heeft geen inverse.

Aangetoond moet worden, dat uit het gegeven, dat de
n-matrix A geen inverse heeft, volgt det A=0. Om dit
te bewijzen stellen we de rang van A gelijk aan n.
Volgens stelling 6.4 of 6.14 is dan de matrixverge-
lijking A X = I (of XA=I) (eenduidig) oplosbaar,zo-
dat A dan wel een inverse zou bezitten. De rang van

A 1s dus kleiner dan n; de kolomvectoren van A vormen

dus een lineair afhenkclijk stelsel en dus volgens
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stelling 7.11: det A = 0, g,e.d.

Opm. Met behulp van de product. - stelling voor determinanten, die
later zal worden afgeleid, zal het eerste gedeelte van
bovenstaand bewijs langs zeer eenvoudige weg kunnen worden
gegeven,

Uit stelling 7.11 en 7.12 volgt nu dus:

Stelling 7,13 De rijen (kolommen) van een vierkante matrix vor-

men dan en slechts dan een lineair afhankeli jk stelsel, als de
matrix singulier is.

Uit stelling 7.12 en 7.13 volgt nu-ook:

Stelling 7.14 De rang van een vierkante n-matrix A is dan en

slechts dan gelijk aan n als

a) A niet-singulier of (hiermede aequivalent)
b) det A # 0.

Een andere belangrijke stelling, die uit de ontwikkelde theorie
kan worden afgeleid, is de volgende:

Stelling 7.15 Is A een niet-singulierematrix en B een wille-

keurige matrix, zd dat productvorming AB mogelijk 1s, dan geldt:
rang van AB = rang van B.

Evenzo: Als B een matrix is, zodat productvorming BA
mogelijk is:

rang van BA = rang van B,
Bewijs: Stel AB=C. De stelsels vergelijkingen:
(I) Bx =0 en (II)CXx =0

(matrix opgevat als een homogene lineaire transformatie) hebben
dezelfde oplossingen, want uit

= 0 volgt ABXx = Cx = 0 en ult
1

o
P~

CX = 0 volgt A” 'CX = BX = 0.

54
{i

Is nu r de rang van B, dan heeft (I) volgens stelling 6.2

(n-r) lineair onafhankelijke oplossingsvectoren (n=aantal ko-
£

lommen yan B of van C); (II) heeft dan ook juist dit aantal

lineair onafhankelijke oplossingsvectoren, zodat de rang van
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C dan ook gelijk is aan r.

Voor het bewijs van het tweede gedeelte van stelling:7.15
stellen we eerst BA = D, Stel verder, dat (n - r) lineair
onafhankelijke oplossingen van (I) gevormd worden door de
vectoren va,..., Vh_r, en dat A"“Vi = Wi, (1 = 1,..., n-r),
De vectoren Wy zijn nu volgens stelling 5.3 ook lineair on-
afhankelijk, Laat de vector p een oplossing zijn van
(III) DX =0 .

Dan is Dp = BAp = O, zodat Ap aan (I) voldoet, Ap is dan een

: AD = ALV v
n-r’ Ap 1V 1 +"‘+'1n—r Vn-rf
“

+ ...+ Y =AW, +... W .
n-r A Vh-r 1V 4 + xn-r wn-r

lineaire combinatie van §H,..., v

- -
en dus p = KqA 2

Iedere oplossing van (III) is dus een lineaire combinatie van
de lineair onafhankelijke vectoren W&,..., Wﬁ—r’
ledere linealre combinatie van deze laatste vectoren een

terwijl ook

oplossing is van (III), zodat dan D = BA volgens stelling
6.12 de zelfde rang r moet hebben als B, q.e.d.

Uit stelling 7.1 en 7.15 volgt direct:

Stelling 7.16 Het product van twee vierkante matrices
‘ van dezelfde orde is dan en slechts dan
niet-singulier als beide matrices niet-
singulier zijn.
Opmerking. In bovenstaande stelling werd gegeven, dat de
betreffende matrices van dezelfde orde waren, Dit werd uit-
sluitend gedaan om product‘vormﬁgvan.de’matrices mogeli jk
te maken. In het vervolg evenwel, zullen we in gevallen, waarbi]
sprake is van matrix-producten en omtrent de afmetingen der
factoren niets expliciet is vermeld, dikwijls stilzwijgend
aannemen, dat product-vorming mogelijk is, zodat dan extra
vermeldingen over de afmetingen, zoals bijv. in de vorige
stelling, achterwege kunnen blijven. QOok zullen we vaak
als we over de determinant van een matrix A spreken, stil-
zwijgend onderstellen dat A dan vierkant is, want alleen
een vierkante matrix heeft een determinant.

¢
Stelling 7.17 De rang van het product van twee matrices

A en B is hoogstens gelijk aan de rang van elk der factoren,
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Bewijs: Uit de definitie van matrix-product volgt, dat de rij-
vectoren van. AB lineaire combinaties zijn van de rijvectoren
van B, Bijv. als A = (ay ) en de rijvectoren van B: bq: b2..., b,

n.’
11 b1 + 845 b2 +...+ ain bn

Volgens opmerking 2 blz 105 kan men ult m lineair onafhankeli jke

dan is_dev; rijvector van AB: a.

vaetoraihoogstens m llnealr onafhankellgke comblnatles ‘vormen,
zodat- rang AB . rang B, de tweede factor van het product AB,
Beschouw vervolgens (AB) = BTAT Volgens ‘het voorgaande ;geldt:
rang, (AB) ¢ rang AT en dus ook rang AB - rang, A, want bij
transponeren van een matrlx verandert de ‘rang nlet., Hiermede: is

het. bew1gs geleverd S S »_¢».@ o it‘;?xgw*aff

Opmerking 1) Heeft een matrlx A de 1nverse A 1, dan geldt volgensst
7. 17 ener21gds~ rang AB ¢ rang B, doch ook anderzijds
in verband met B = (AB) rang AB 2 rang B, zodat
rang AB = rang B. Evenzo is rang CA ='rang C.

We vinden dan als bijzonder geval stelllng 7. 15 terug.

2)Bestaat le een matrix A een. matrix B met de eigen-

schap, dat AB en BA eenheids matrices zijn, dan kan
worden aangetoond, dat dit 1mp11ceert, dat beide
‘eenheids matrices van dezelfde orden zijn, en dus,

dat de matrices A en B vierkant zijn. Onderstel
namelijk, dat A van het type (m n) is en dat m ¢ n.
'De producten AB en BA hebben betekenis, zodat dan

B van het type (n,m) moet zijn. BA is dus een”eenheids
matrix van de n® orde. BA = I,. Als A de rang r heeft,
dari geldt volgens stelling 7.17 : n ¢ r en dus i.v;m.
mégn:rgmgegnzgr, zodat m = n. Eenzelfde resul-
taat wordt verkregen als we onderstellen n ¢ m (maak
dan gebruik van de vergelijking AB = In). De matrix

B met bovengenoemde eigenschappen hebben we in S 5
blz. 72 de inverse A™ ' van A genoemd. Er werd daar
uitgegaan van vierkante matrices, Volgens het boven-
staande was dit een overbodig gegeven, omdatqde defi-

nigrende vergelijkingen dit reeds impliceerden. Gaan
we 1n de definitie van A_1 wel uit van een vierkante
matrix A, dan kan worden volstaan met één der verge -
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lijkingen IV of 477 = I omdat de ene verge-
1lijking uit de andere volgt (zie opmerking blz, 73),
Immers uit bijv, A" A = T volgt dat de rijen van I
(bestaande uit basisvectoren) lineaire combinaties
zljn van de rijen van A, zodat volgens opmerking 2
blz, 105 de matrix A dan noodzakeli jk een rang
moet hebben gelijk aan de orde., Volgens stelling
6.14 moet er dus een matrix B bestaan met de elgen-
schap AB = I, Doch dan geldt: B = IB = (A~ A)B =
a7"(aB) = 8771 = &7 sodat wit AB = T dus volgt:
a2 I. Een analo~- bewijs voor A~ A = T als ge-

volg van AA™ ] = I.

In B5 definieerden we een singuliere matrix A als een vierkante
matrix, die geen inverse heeft, d.w.z. er is geen matrix B met

de eigenschap, dat AB zowel als BA eenheids matrices zijn. Met
deze definitie hebben ook niet-vierkante matrices geen inverse,
Indien we nu afspreken, dat een singuliere matrix een matrix is
(vierkant of niet-vierkant) die geen inverse bezit, dan bestaat
de verzameling der singuliere matrices dus uit de verzameling der
niet-vierkante matrices, aangevuld met de verzameling der vier-
kante matrices, die geen inverse bezitten., Deze zelfde verzame-
ling verkrijgen we als er de matrices beschouwen, waarvan het
stelsel der rijvectoren en dat der kolomvectoren beide lineair
onafhankelijk zijn. Ook op deze wijze hadden de singuliere matri-
ces dus gedefinieerd kunnen worden,

Een niet-singuliere matrix A kan dan gedefinieerd worden als een
matrix, waarvan zowel het stelsel der rijvectoren als dat der
kolomvectoren lineair onafhankelijk zijn. Een niet-singuliere
matrix is dan noodzakelijk vierkant en heeft een rang gelijk aan
de orde, Deze matrix heeft een inverse A—1 met de eigenschap dat
AA~ = AnqA = I, en dit is de definitie die gegeven is in 8§ 5,

We merken nog op, dat de stellingen 7.12 t/m 7.16 van deze para-
graaf ook geldig blijven als we de nieuwe definitie van singuliere
matrices gebruiken. We merken echter wel op, dat het prqguct van
twee §inguliere matrices dan niet meer singulier behoeft te zijn,
(b1jv. bij vermenigvuldiging van een rij_en een kolomvicior met in-

~

wendig product #£ 0/, 70n product ven 2 vi-vkanto 8inguli :r¢ matri-

ces 1s volgens stelling 7.16 wel altijd singulier.

- o an
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Een nulmatrix O defineerden we als een matrix, waarvan alle
elementen nul zijn. Voor iedere matrix A geldt, dat A0 = 0
en- OA = O, Opgemerkt dient te worden, dat terwijl een een-
heids matrix altijd viefkant is, dit voor een nulmatrix niet
het geval behoeft te zijn.

Definitie Een matrix A (#0) is nuldeler, indien er een matrix
B # O bestaat, zodanig, dat AB = O en/of een matrix
C # 0, zodanig, dat CA = O,

Nu geldt:

stelling 7.18 Een matrix (#0) is dan en slechts dan nuldeler
als deze singulier is.

Bewijs: 1) raat A =(a; ) ven singulizne (m,ﬁj-m?triz zijn (# 0) en
‘ onderstel eerst m ¢ n., Volgens 2° op blz. 98 en stel-

ling 7.14 geldt, dat het homogene stelsel vergelijkingg

en: {

+..0t =
am1X1 £ amnxn O

altijd andere dan de nul-oplossing bezit., Laat B een matrix
zijn van het type (n,r), waarvan alle kolomvectoren oplossings-
vectoren (# nulvector) zijn van bovenvermeld stelsel,

Dan is B # O en AB = 0, zodat A dan nuldeler is,

Als n<m beschouwen we de matrix AT, waarvan het aantal rijen
kleiner is dan het aantal kolommen. Er bestaat dan dus volgens
het voorgaande een matrix G- # 0, zodat ATeT = 0, dus (CA)T =0

en CA = O, zodat A dan ook nuldeler is.

1@13 m =n, dan is er = :er een matrix B en een
matrix C, beide # 0, zddat AB = O en CA = O, Dit
is ook het geval bijm # n als r kleiner is dan

het minimum van m en n).

2) Het omgekeerde volgt uit het feit, dat de matrix —
vergelijking AB = O impliceert, dat iedere kolom-
vector van B oplossing 1s van bovengenoemd stelsel,
Als A niet-singulier is heeft dit stelsel alleen de
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nuloplossing en dan zou gelden B = 0. Geldt CA = 0.
en A niet-singulier, dan eveneens C = 0. A kan dus
slechts singulier zijn. Overigens volgt dit resul-
taat ook reeds uit de vergelijking AB = O of CA = O
indien we de leden van deze vergelijkingen védr resp.
achter met A_q vermenigvuldigen, zo deze zou bestaan.
Dan ontstaat B = O resp. ¢ = 0, zodat A dan geen
nuldeler kan zijn.

2 -5 3
De matrix A =<‘1 4L -1 }is singulier, omdat
T 2 3

2(2:'5:3) + 3(114:“1) - (7:2:3) = (0,0,0). Aan de
vergelijkingen AB = O en CA = O kan dan worden voldaan

-7 00 2 3 -1
door de niet-nulmatrices B = 500}, ¢ ={0 0 01

14 21 - 7 1% 0 0 0 0 0
of door B = C ={-10 - 15 5 ), zodat A dus zeker
-26 -~ 39 13

nuldeler is, in overeenstemming met voorgaande stelling.

Opgaven
1) Bewijs, dat
811 Ba2| |82 243
8414 B2 B3 824 Bop| | 82p 8% y
854 8op 85| _ . 5;; , als 850 £ 0.
834 B3p 853 F24 %o0f |8 Py
a a
*31 %z2| | %32 %33
(Snelle methode om determinant van de je orde te berekenen).
2) Bewijs, dat de determinant
cos (8 +&) cos (6 +f8) cos(® +4)
sin (© +®) sin (6 +8) sin(e + ) onafhankelijk is van ©.
sin (g - )y) sin (f -a) sin(o - p)
3) Bewijs, dat als u en v functies zijn van x en v = %, geldt
v'''= D/u’, waarin D de determinant is:
u! 1 Y}ui '511,
D —- u" Qu! u | . 3
‘u' u 0

De functies u en v worden minstens drie maal differentieerbaar
naar x ondersteld. Het aantal aantal accenten bij u en v geeft
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de orde van differentiatie naar x aan.

n
4) Gegeven is het stelsel lineaire vergelijkingen Z:aikxkz bi
k=1
(i =1,..., n) met det (aik) # 0. Het determinantenquotient:

0 u1 P un
b a

17711, .. a1n

© 0 9 06 06006 0090020 ¢

ba ... a
nn1 nn is een homogeen lineaire functie van

u1, Uss oo, un en dus te schrijven als

ouoa

411 1n

00000000.809 u + u +Cu°+c ')
01 14 C2 2 nun

a ve. &

n nn

Bewijs, dat de oplossirg van het gtelsel is: xy=c; (i=1,...,n),

5) Bewije, dat de determinant van Vandermonde
/} el

a ,ﬂ ¢c d
a2 b2 o2 2| _ (a-b)(a-c)(a-d) (b-c) (b-d) (c-a).
a3 b3 03 d3
Breid deze Opgave uit tot een Willekeurig aantal rijen en kolom-
6) Bewijs dat: nen
a) |0xyz
02V kb ya o) (x - y-2)(y -z -x)(z -x - y).
Yy 2 0x
ZyxO0
b) |xpgr 1
axs¢t1
abxuti=(x-a)x - b)(x - ¢) (x - d).
abececx
abecd

c) Sin a sin b sin e
8in 2a sin 2b sin %2¢| =
Sin 3a sin 3b sin 3¢

= 8 sin a sin b sin c(cos b-cos a)(cos c-cos a)(cos c-cosb).

7) De lengten der zijden van een driehoek zijn a,b en c. ‘

Bewijs, dat de oppervlakte van de driehoek gelijk is aan %

van de wortel uit
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|

b
c
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8) Als A een vierkante matrix is met alle elementen boven (of
onder) de hoofddiagonaal gelijk aan 0, is]Algelijk aan het
product van de elementen in de hoofddiagonaal van A,
Bewijs dit.

9) Bewijs, dat voor matrices A en B van de 2% orde geldt:
lABt =lAl.iB§.(Deze elgenschap zal later algemeen worden
bewezen, )

10) Bewijs, dat als A een vierkante n-matrix is met rang r<n,
er een matrix B # O moet bestaan met de eigenschap, dat zowel
AB = 0 als BA = 0. Bewijs, dat als r = n-1 deze matrix B op
een factor na eenduidig bepaald is., Wat is de rang van B in
dat gevall

[

We keren thans terug tot de algemene determinanten.theorie en
voeren eerst crige nieuwe begrippen in:

Def.Een submatrix of deelmatrix van een matrix A, is een matrix,

die uit A ontstaat door in A enige rijen en/of kolommen weg

te laten. Bijzonder belangrijk zijn de vierkante deelmatrices:

2

de determinanten van deze matrices heten subdeterminanten of

onderdeterminanten van A.

Onder de deelmatrix Aij verstzan we de matgix, die uit A ont-
staat door weglating van de 7~ rij en de j~ kolom, Is de
matrix A vierkant, dan is Aij eveneens vierkant,

det Aij= %Aij{heet de onderdeterminant van A bij het ele-
ment aij'

We hebben reeds opgemerkt, dat de determinant | Al een homogene
lineaire functie is van zijn rij-of kolommenvectoren (blz. 116).
Beschouwen we een bepaalde rij van A, bijv. de 1€ rij, dan kun-
nen we als A vierkant is voor iA! schrijven:

¢

(7.13) bl =ma,+ . 08 in-

mij heet de coefficient van aij of de i, j-cofactor van
A of de minor van A blj het element aij'

+ m, .a, .
1d 13




(7.14)

(7.15)

(7.16)

(7.16)"
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Wat is het verband tussen m;; en }Angz

Om dit verband fe vinden gaan we in ]A]de 1€ rij achter-
eenvolgens met alle er boven staande rijen verwisselen
tot hij bovenaan staat, en daarna de je kolom met alle
links er voor staande kolommen, tot deze voor aan staat.
De matrix, die nu ontstaat, noemen we B. Deze matrix
heeft het element aij links bovenaan. Volgens stelling
7.% geldt dan (wegens i-1 rijverwisselingen en j=1
kolomverwisselingen):

3] = (-2 |a} = (-1)H*a).

Nu is duidelijk, dat in |B] de som der producten, die
a,, bevatten, juist gelijk is aan a..]A}.L Volgens
(7.1 is dan in |Alde som der produé%eninie a; 5 bevatten
gelijk aan (—1)i+j 34 5 lAij” dus volgens (7.13%):

mij = (‘,‘)14’3 ;Aijl’

waarmede het verband gevonden is.

Als A een vierkante matrix is van de n°® orde volgt uit

(7.13) en (7.15) :
i _ayi+2 i+n }A. L
lal= (-1 a, !Aiﬂl + (D) A e e (o) a;tin
en evenzo bij verwisseling van de rol der rijen met die
der kolommen:
(g F] RS , a1

We hebben hier de determinant van A ontwiskeld naar de
1€ rij (vgl. 7.16), resp. naar de i° kolom (vgl.7.16)"),

nj nj‘

Bewezen is dus:
Stelling 7.19 De determinant van een (vierkante) matrix is ge-

1lijk aan de som der producten, die men verkrijgt door ie-
der element van zekere rij of kolom met zijn eigen minor
te vermenigvuldigen, waarbij de minor van Abij het cloment

aij gedefinieerd kan worden als het rechterlid van 7.15,
Vormen we de matrix M = (m, J) der minoren van A en daarvan
de getransponeerde C = MY (dus Cyy =My ) dan voldbet deze

‘matrix C volgens stelling 7.19 aan de volgengvbelangrlgke

relaties:
(7.17) AC = cA = A} T
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De matrix C heet de geadjungeerde matrix van A, Is A
singulier, dus |A] = 0, dan is AC = CA = 0 (Heeft A de
rang n-1, dan is C juist de op een factor na bepaalde
matrix B van vraagstuk 10, blz.127 ).

Een belangri jke aanvulling van stelling 7.19 wordt gege-
ven door:
Stelling 7.20 Vermenigvuldigt men de elementen uit zekere rij

(kolom) van een matrix met de minoren der overeenkomstige
elementen van een andere rij (kolom), dan is de som dezer
producten gelijk aan O.

Bewijs: Stel, dat wij van de matrix A de som van de producten
bepalen van de elementen van de i° rij met de minoren van
de overeenkomstige elementen uit de k© rij (i#k), dan is
de uitkomst volgens stelling 7.19 gelijk aan de determi-
nant van de matrix A', die uit A ontstaat door daarin de
x® rij te vervangen door de i€ rij (en de i® rij zo te
laten). A' heeft dan dus twee gelijke rijen, zodat volgens
stelling 7.5 geldt: IA' = 0, waarmede het bewijs geleverd
is. Een analoog bewijs voor de kolommen i.p.v. de rijen.
In formule als i #£ k:

(7.18) (~1)k+1a11 lAk1,+ (—1)k+2a12 ‘Ak2}+oo«+(“4)k+naiﬂ‘Akn)= 0

en analoog als j # k:

(7.18)'(-1)1+ka13!A1k’ +(~1)2+ka23 iA2k1+,.,+(—1)n+kanj}Ankl= 0.

Stelling 7.19 en 7.20 kunnen we d.m.v. het Lronecker delta-sym-
bool Zij (gedefineerd als 1 voor i1=j en 0 voor i # j
volgins (7.15),(7.16), (7.16) ', (7.18), (7.18)" 4n
formule als volgt weergeven:
= |a} Jij

>
a . m,
(7.19) Ju=n 1k ik
n
P (1N
éé% R

= 18] ? ik

Inverse A-1 van een matrix A
' ¢

. . -1 ,
Als A een inverse matrix A heeft, dan moeten wegens

an~t o I de volgende eigenschappen gelden:




(7.20)
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1) Het inwendig product van de i© rij van A met de i®

-1 - -1
kolom van A moet 1 zijn, dus égﬁ Qi By = 1.

2) Het inwendlg product van de i€ rij van A met J kolom

/‘
van A~ (1;4 J) moet 0 zijn, dus f_l 2y @ kj = 0.

Uit (7.19) volgt, dat hieraan voldaan is, als men kiest:

- 1il 4
aig = .Tﬁ%,

dus als men voor de je kolom van A_4 kiest de minoren van
de elementen der je rij van A, alle elementen dan nog
gedeeld door |A].

[Al is ongelijk aan 0 volgens stelling 7.12.

Eenzelfde redenering geldt als men de rol der rijen en
die der kolommen verwisselt.Daar A volgens stelling 5.2
hoogstens €én inverse kan hebben, volgt hieruit:

Stelling 7.271 De je kolom (rij) van de inverse van een niet~

(7.21)

singuliere matrix A bestaat uit de minoren van de elemen-
ten der je rij (kolom) van A, alle gedeeld door de deter-
minant van A.
Of uitgedrukt met behulp van de matrix M der minoren van
A, resp de geadjungeerde matrix C van A(21e bvlz. - 129)

-1 1

A _——T M TKT cC.

Opmerking Als gevraagd wordt van het stelsel van n vergelijkingen

met n onbekenden: Ax = b de oplossingen te bepalen voor
een vaste set aijiqmaar voor variabele vectoren b, is het
goed de inverse A te berekenen en dan gebruik te maken
van de vergelijking x:A"qb ter bepaling van de individuele
oplossingen (inderdaad geldt: Ax = A(A‘qb) =(AA-1)b=Ib=b)”
Om de inverse van A te bepalen is het rechterlid van
(7.21) voor enigszins grote matrices in de practijk vol-
komen onbruikbaar, zo ook de daarmee samenhangende deter-
minant oplossing (regel v. Cramer, zie later), 21s oplos-
singsmethode voor niet kleine stelsels vergelijkingen.

De eliminatie (sohoonveeg)—methode is dan de aangewezen
weg, zZowel voor het oplossen van een stelsel, als voor het

kepalen van de inverse van een matrix,énééﬁge zaken komen
we later terug. We zullen dan bovendien/%ethoden leren ken-
nen voor het bepalen van de inverse (bijv. gebaseerd op het
theorema van Cayley-Hamilton, of langs itcraticve weg.)




